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EXERCICES  D'ANALYSE 


PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE. 


55. 


Les  Exercices  d' analyse  et  de  Physique  mathématique  paraissent  par  cahier  de 
4  temlles.  La  souscription  se  fait  pour  12  numéros. 

Prix  :   pour  Paris 18  fr. 

—  pour  les  départements.  . .   21 

—  pour  l'étranger 24 

A  Paris,  cHtz  BACHELIER,  éditeur,  quaî  des  Augustins. 
DANS   LES   DÉPARTEMENTS. 

A  Bayonne ,   chez  Jaymebon. 
Bordeaux: ,  —  Chaumas. 
Grenoble ,  —  Vallot  et  comp, 
Lille,  —  Vanackère. 
Limoges,    —  Ardant. 
Ljon,  —  Maire. 

Camoin. 
Maswert. 
'  '         ■  Toulouse 

A    L'ÉTRANGER. 

A  Amsterdam,  chez  V^  Legras,  Imbert  et  comp 
Berlin .  —  Behr, 

Bruxelles,  —    Decq.  —  Périchon. 
Cambridge,  —  Deighton  frères. 
Florence,  —  Piatti. 
Gfnes,   -Beuf. 
Genève ,  —  Cherbuliez. 
La  Haye,  —  Van  Cleef  frères. 
Leipsig,  —  Michelsen. 
i   Baillière. 
"'      }   Dulau 


Marseille, 


Londrc 


A  Montpellier,  chez  Sévalïe. 

Nancy,  —George  Grimblol 

Orléans,  —  Gatineau. 

Perpignan ,  —  Alzine. 

Rennes,  —  Verdier. 

Rouen  ,    —  Lebrument. 

ç,,      ,  4    Treultel  et  ' 

Strasbourg, —  i    ^ 

f    Levrault. 

Henri  I.ebon. 


A  Milan  ,    chez    Diimolard. 
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Graff. 

1.  Issakoff,  co.Tiniisâion.  ol 

fîciel  de  toutes  les  bibliot.  det' 

régiments    de  la  garde  im- 

i  périale,  Goslinoï-Dvor,  'z?. 

\  Bellizard. 

Stockholm ,    —  Bonicr. 

„     .         (    Boccu. 
Turin.- \ 

{    Pic. 

Vienne,  —  Rohrmann. 


Cours  d'Analyse  de  l'Ecole  t.oyale  Polytecu.mque. 
Paris,  1821,  in-80,  broché,  6  fr. 

Mémoire  sur  la  Résolution  des  Equations  numériques 
et  sur  la  Théorie  de  l'Elimination  ;  182Q,  in-40 
br.,  "      3  fr. 

Détermination  des  Racines  réelles  ;  in-40,        1  (r. 

Résolution  des  Equations  d'un  degré  quelconque  ; 
in- 4°,  a  fr.  5o 

Calcul  des  Indices  des  Fonctions;  in-4°,  2  fr.  5o 

Mémoire  sur  l'Interpolation;  Prague,  septembre 
i835,  in-l>°  lithographie,  16  pages.  —  Épuisé. 

Mémoire  sur  la  Rectification  des  Colreks  et  la 
Quadrature  des  Surfaces  courbes;  )83u,  in-4°, 
lithographie,  11  pages,  1   fr. 

Résumé  des  Leçons  données  a  l'Ecole  royale  Poly- 
technique ,  sur  le  Calcul  infinitésimal  ;  1828, 
in-4°.—  Epuisé. 

Leçons  sur  le  Calcul  dutérf.ntiel  ;  182;,;,  in-4''  br. — 
Épuisé. 

Leçons  sir  les  Applications  du  Calcul  infinitésimal 
A  LA  Géométrie  j  iSa'J  et  -jB,  1  vol.  in^**. 
Le  tome  2,  1828,  in-4  '  br.,  se  vend  séparément  ^{r. 

Mémoire  sur  les  Intégrales  défîmes,  prises  entre 
des  limites  imaginaires;  182),  in-4'',  brochure 
de  67  pages  ,  3  fr.  5o 

Mémoire  sur  l'Analogie  des  Puissances  et  des 
Différences,  et  sur  l'Intégration  des  Équations 
linéaires;  gra-nd  in-4°,  la  pages.  —  Épuisé. 


Ouvrages  du  même  Auteur. 


Mémoire  sir  l'Application  du  Calcul  des  Resiuls  a 

LA  solution  des  PROBLÈMES  DE  PHYSIQUE  MATHEMA- 
TIQUE ;  1827,  in-40  br.,  3  fr.   fit. 

Mémoire  sur  le  rapport  qui  existe  entre  le  Caicil 
DES  Résidus  et  le  Calcul  des  Limites;  Turin, 
27  novembre  i8ji,  in-j".  —  Épuisé. 

Extrait  du  Mémoire  présenté  a  l'Académie  dj; 
Tur^N  le  1 1  octobre  i8.5i  ;  pel.  in-40  de  20',  pages. 
—  Épuisé.  On  peut  avoir  les  pag.  57  à  204 ,  .',"  lr 

Résumé  d'un  Mémoire  sur  la  Mécanique  célesti;,  1;i  a 
Turin  le  i5  octobre  i83i  ;  petit  in-40.  —  Ép'tisé. 

Mémoire  sur    la  Théorie  de    la   Lumière;   iSJo 

Mémoire  sur  la  dispersion  de  la  Lumière;  iS3o. 
in-40.  —  Épuisé. 

Recueil  de  Mémoires  sur  la  Physique  mathématique- 
1839,  in-40,  .-  f/_ 

Exercices  de  Mathématiques.  iSafi,  27.  28,   u,; 

4  années  ,  forma^it  48  numéros  in-40^  dont  Vi 

pour  chaque  année,  ^^  (j,_ 

Les  mêmes,  5®  année,  nO«  4() ,  5o,  5i,  4  fr.  5^, 

Chaque  numéro  se  vend  séparément   1  fr.  5(j 

Résumes  analytiques;  Turin,  i833,  5  numéros  in-4'' 

br.  Ouvrage  complet ,  -  jy.   '^o 
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EXERCICES  D'ANALYSE 


PHYSIQUE  MATHEMATIQUE. 


MÉMOIRE 


L'ANALYSE    INFINITÉSIMALE. 


Préliminaires.    —    Considérations  générales. 

Lorsque  des  variables  sont  liées  entre  elles  par  une  ou  plusieurs  équations, 
alors ,  en  vertu  de  ces  équations  mêmes ,  quelques-unes  de  ces  variables  de- 
viennent fonctions  des  autres  considérées  comme  indépendantes.  Alors  aussi 
des  accroissements  simultanément  attribués  aux  diverses  variables  se  trou- 
vent liés  entre  eux  et  à  ces  variables  par  des  équations  nouvelles  qui  se  dé- 
duisent immédiatement  des  équations  données.  Ajoutons  que,  si,  les  accrois- 
sements des  variables  étant  supposés  infiniment  petits,  on  néglige,  vis-à-vis 
de  ces  accroissements  considérés  comme  infiniment  petits  du  premier  ordre , 
les  infiniment  petits  des  ordres  supérieurs  au  premier,  les  nouvelles  équa- 
tions deviendront  linéaires  par  rapport  aux  accroissements  infiniment  petits 
des  variables.  Leibnitz  et  les  premiers  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  la- 
ualyse'  infinitésimale  ont  appelé  différentielles  des  variables  leurs  accroisse- 
ments infiniment  petits,  et  ils  ont  donné  le  nom  d'équations  différentielles 
aux  équations  linéaires  qui  subsistent  entre  ces  différentielles.  Cette  définition 
des  différentielles  et  des  équations  différentielles  a  le  grand  avantage  d'être 
très-générale  et  de  s'étendre  à  tous  les  cas  possibles.  Toutefois,  pour  ceux 


;3157 


(  «  ) 

qui  l'adoptent,  les  équations  différentielles  ne  deviennent  exactes  que  dans  le 
cas  où  les  différentielles  s  évanouissent,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  ces  équations 
mêmes  disparaissent.  A  la  vérité,  l'inconvénient  que  nous  venons  de  rappelei- 
n'a  point  arrêté  Euler,  et  ce  grand  géomètre,  tirant  la  conséquence  rigou- 
reuse des  principes  généralement  admis ,  a  considéré  les  différentielles  comme 
de  véritables  zéros  qui  ont  entre  eux  des  rapports  finis.  Mais  d'autres  géo- 
mètres non  moins  illustres,  et  Lagrange  à  leur  tête,  n'ont  pu  se  résoudre  à 
introduire  dans  un  même  calcul  plusieurs  sortes  de  zéros  distincts  les  uns  des 
autres,  et  c'est  pour  ce  motif  qu'à  la  notion  des  différentielles  Lagrange  a 
songé  à  substituer  la  notion  des  fonctions  dérivées,  sur  laquelle  il  sera  conve- 
nable de  nous  arrêter  quelques  instants. 

^?xaminol>s  er-  p&rticulier  le  cas  où  l'on  considère  une  seule  variable  indé- 
pendante et  une  seule  fonction  de  cette  variable.  Si  l'on  attribue  à  cette  va- 
riable un  dccroissement  infiniment  petit,  l'accroissement  correspondant  de  la 
fonction  se  trouvera  lié  à  la  variable  et  à  l'accroissement  de  la  variable,  par 
une  équation  qui  deviendra  linéaire  à  l'égard  des  deux  accroissements, 
quand  on  négligera  les  infiniment  petits  du  second  ordre  ou  d'un  ordre  supé- 
rieur vis-à-vis  des  infiniment  petits  du  premier  ordre.  Or  l'équation  linéaire 
ainsi  obtenue  fournira,  pour  le  rapport  entre  les  accroissements  infiniment 
petits  de  la  fonction  donnée  et  de  la  variable,  une  fonction  nouvelle.  Cette 
fonction  nouvelle  est  précisément  celle  que  Lagrange  appelle  \di  fonction  dé- 
rivée (*).  Elle  représente  en  réalité  la  limite  du  rapport  entre  les  accroisse- 
ments infiniment  petits  et  simultanés  de  la  fonction  et  de  la  variable.  Mais, 
au  lieu  de  lui  donner  cette  origine,  Lagrange  l'a  considérée  comme  repré- 
sentant le  coefficient  de  l'accroissement  de  la  variable  dans  le  premier  terme 
de  l'accroissement  de  la  fonction  développée  en  une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  l'accroissement  de  la  variable. 

Dans  le  cas  où  l'on  considère  un  développement  en  série ,  abstraction  faite 
du  système  d'opérations  qui  a  pu  produire  ce  développement,  le  seul  moyen 
de  savoir  si  le  développement  dont  il  s'agit  appartient  à  une  fonction  donnée, 
est  d'examiner  si  cette  fonction  équivaut  à  la  somme  de  la  série  supposée 


(')  La  méthode  de  maximis  et  minimis ,  donnée  par  Fermât,  peut  être  réduite  à  la  re- 
cherche du  rapport  qu'on  obtient  quand  on  divise,  par  un  accroissement  indéterminé  at- 
tribué à  une  variable ,  l'accroissement  correspondant  de  la  fonction  qui  doit  devenir  un 
maximum  ou  un  minimum ,  et  à  la  détermination  de  la  valeur  particulière  qu'acquiert  ce 
rapport,  quand  l'accroissement  de  la  variable  s'évanouit.  Or  cette  valeur  particulière,  comme 
Lagrange  en  a  fait  la  remai'que,  est  encore  la  fonction  dérivée. 


(  7) 
convergente.  Par  suite,  pour  établir  sur  des  bases  rigoureuses  la  théorie  des 
fonctions  dérivées,  telle  que  Lagrange  l'a  conçue,  il  faudrait  commencer  par 
faire  voir  que  l'accroissement  d'une  fonction  quelconque  est,  sinon  dans  tous 
les  cas  possibles,  du  moins  sous  certaines  conditions,  la  somme  d'ime  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  l'accroissement 
de  la  variable.  Or  la  démonstration  générale  d'un  semblable  théorème  ne 
peut  se  donner  à  priori,  et  repose  nécessairement,  même  dans  le  cas  où  les 
accroissements  deviennent  infiniment  petits,  sur  diverses  propositions  anté- 
cédentes; d'où  il  résulte  que  ce  théorème  doit  être  naturellement  regardé, 
non  comme  le  principe  et  la  base  du  calcul  différentiel ,  mais  comme  un  des 
résultats  auxquels  conduisent  les  applications  de  ce  calcul.  Aussi  les  difficultés 
que  l'on  rencontre,  quand  on  veut  déduire  la  notion  des  fonctions  dérivées 
de  la  considération  d'une  série  composée  d'un  nombre  infini  de  termes ,  se 
trouvent-elles  à  peine  dissimulées  par  toutes  les  ressources  qu'a  développées 
le  génie  de  Lagrange  dans  les  premiers  chapitres  de  la  Théorie  des  jonctions 
analytiques. 

On  échappe  aux  difficultés  que  nous  venons  de  signaler,  quand  on  consi- 
dère nue  fonction  dérivée  comme  la  limite  du  rapport  entre  les  accroisse- 
ments infiniment  petits  et  simultanés  de  la  fonction  donnée  et  de  la  variable 
dont  elle  dépend.  En  adoptant  cette  définition  on  pourrait,  avec  quelque> 
auteurs ,  nommer  différentielle  de  la  variable  indépendante  l'accroissement  de 
cette  variable,  et  différentielle  de  la  fonction  donnée  le  produit  de  la  fonc- 
tion dérivée  par  la  différentielle  de  la  variable.  On  pourrait  enfin ,  lorsqu  une 
même  quantité  dépend  de  plusieurs  variables,  nommer  différentielle  totale 
de  cette  quantité  la  somme  des  différentielles  qu'on  obtiendrait  en  la  consi- 
dérant  successivement  comme  fonction  de  chacune  des  variables  dont  il 
s'agit.  Mais  alors  le  sens  du  mot  différentielle^  loin  de  se  trouver  généralement 
fixé,  en  vertu  d'une  définition  simple  applicable  à  tous  les  cas  possibles, 
exigerait,  pour  être  complètement  déterminé,  que  l'on  expliquât  avec  préci- 
sion quelles  sont  les  variables  regardées  comme  indépendantes;  et,  si,  poui 
fixer  les  idées,  on  s'occupait  uniquement  de  deux  variables  liées  entre  elles 
par  une  seule  équation ,  non-seulement  la  différentielle  de  la  première  variable 
serait  définie  autrement  que  la  différentielle  de  la  seconde,  mais,  de  plus,  la 
définition  de  chaque  différentielle  varierait  lorsqu'on  changerait  la  variable 
indépendante,  en  considérant  tantôt  la  seconde  variable  comme  fonction  de- 
là première,  tantôt  la  première  comme  fonction  de  la  seconde. 

On  évitera  ces  inconvénients  si  l'on  considère  les  différentielles  de  denx 
ou  de  plusieurs  variables  liées  entre  elles  par  une  ou  plusieurs  équations. 


(  8) 
comme  des  quantités  finies  dont  les  rapports  sont  rigoureusement  égaux  aux 
limites  des  rapports  entre  les  accroissements  infiniment  petits  et  simultanés 
de  ces  variables.  Cette  définition  nouvelle ,  que  j'ai  adoptée  dans  mon  Calcul 
différentiel  et  dans  le  Mémoire  sur  les  méthodes  analytiques ,  me  paraît 
joindre  à  l'exactitude  désirable  tous  les  avantages  qu'offrait,  sous  le  rap- 
port de  la  simplicité  et  de  la  généralité ,  la  définition  primitivement  admise 
par  Leibnitz  et  par  les  géomètres  qui  l'ont  suivi.  A  la  vérité ,  les  difféientielles 
de  plusieurs  variables  ne  se  trouvent  pas  complètement  déterminées  par  la 
définition  nouvelle;  et  cette  définition,  lors  même  que  toutes  les  variables  se 
réduisent  à  des  fonctions  de  l'une  d'entre  elles,  détermine  seulement  les  rap- 
ports entre  les  différentielles  de  ces  diverses  variables.  Mais  l'indétermina- 
tion qui  subsiste  est  plutôt  utile  que  nuisible  dans  les  problèmes  qui  se  résol- 
vent à  l'aide  du  calcul  infinitésimal,  attendu  qu'elle  permet  toujours  de 
disposer  arbitrairement  au  moins  d'une  différentielle;  et  d'ailleurs,  c'est 
précisément  en  vertu  de  cette  indétermination  même  que  la  définition  nou- 
velle embrasse,  comme  cas  particuliers,  les  définitions  diverses  qu'offrirait, 
pour  divers  systèmes  de  variables  indépendantes,  la  tbéorie  que  nous 
rappelions  tout  à  l'heure.  En  vertu  de  la  nouvelle  définition,  les  divers  sys- 
tèmes de  valeurs  que  peuvent  acquérir  les  différentielles  de  plusieurs  variables 
liées  entre  elles  par  des  équations  données ,  restent  évidemment  les  mêmes , 
quelles  que  soient  celles  de  ces  variables  que  l'on  considère  comme  indépen- 
dantes ;  et  les  équations  différentielles,  c'est-à-dire  les  équations  linéaires 
auxquelles  satisfont  les  divers  systèmes  de  valeurs,  ne  sont  plus,  comme  dans 
la  théorie  de  Leibnitz,  des  équations  approximatives,  mais  des  équations 
exactes. 

Pour  écarter  complètement  l'idée  que  les  formules  employées  dans  le 
calcul  différentiel  sont  des  formules  approximatives,  et  non  des  formules 
rigoureusement  exactes ,  il  me  paraît  important  de  considérer  les  différen- 
tielles comme  des  quantités  finies,  en  les  distinguant  soigneusement  des  accrois- 
sements infiniment  petits  des  variables.  La  considération  de  ces  derniers 
accroissements  peut  et  doit  être  employée  comme  moyen  de  découverte  ou 
de  démonstration  dans  la  recherche  des  formules  ou  dans  l'établissement  des 
théorèmes.  Mais  alors  le  calculateur  se  sert  des  infiniment  petits  comme  d'in- 
termédiaires qui  doivent  le  conduire  à  la  connaissance  des  relations  qui  sub- 
sistent entre  des  quantités  finies;  et  jamais,  à  mon  avis,  des  quantités  infini- 
ment petites  ne  doivent  être  admises  dans  les  équations  finales,  où  leur 
présence  deviendrait  sans  objet  et  sans  utilité.  D'ailleurs,  si  l'on  considérait 
les  différentielles  comme  des  quantités  toujours  très-petites,  on  renoncerait. 


(9) 
par  cela  même,  à  l'avantage  de  pouvoir,  entre  les  différentielles  de  plusieurs 
variables,  en  prendre  une  pour  unité.  Or,  pour  se  former  une  idée  précise 
d'une  quantité  quelconque,  il  importe  de  la  rapporter  à  l'unité  de  son  espèce. 
Il  importe  donc  de  choisir  une  unité  parmi  les  différentielles.  Ajoutons  qu'un 
choix  convenable  de  cette  unité  suffit  pour  transformer  en  différentielles  ce 
qu'on  appelle  des  fonctions  dérivées.  En  effet,  en  vertu  des  définitions  adop- 
tées, la  dérivée  dune  fonction  est  ce  que  devient  sa  différentielle  j,  quand  la 
différentielle  de  la  variable  indépendante  est  prise  pour  unité. 

Remarquons  encore  que  la  considération  d'une  variable  dont  la  différen- 
tielle est  prise  pour  unité  simplifie  l'énoncé  de  la  définition  que  nous  avons 
donnée  pour  les  différentielles  en  général,  et  permet  de  réduire  cette  défini- 
tion aux  termes  suivants  : 

La  différentielle  d'une  variable  quelconque  est  la  limite  du  rapport  entre 
les  accroissements  infiniment  petits  que  peui'ent  acquérir  simultanément  la 
variable  dont  il  s'agit,  et  la  variable  dont  la  différentielle  est  prise  pour 
unité. 

Or,  la  définition  précédente  fournit  le  moyen  de  démontrer  fort  simple- 
ment les  propositions  fondamentales  du  calcul  différentiel ,  et  en  particulier 
les  théorèmes  généraux  relatifs  à  la  différentiation  des  fonctions  de  fonctions , 
et  des  fonctions  composées.  C'est  ce  que  nous  allons  expliquer  dans  ce  Mé- 
moire, après  avoir  indiqué  en  peu  de  mots  les  notations  dont  nous  ferons 
usage. 

§  I*'".   —   Notations. 

Conformément  aux  principes  établis  dans  les  préliminaires,  nous  appelle- 
rons différentielles  de  plusieurs  variables,  des  quantités  finies  dont  les 
rapports  sont  rigoureusement  égauœ  auoc  limites  des  rapports  entre  les 
accroissements  simultanés  et  iîfiniment  petits  des  variables  proposées. 

Pour  étendre  cette  définition  au  cas  où  les  variables  deviendraient  imagi- 
naires, il  suffirait  d'y  remplacer  le  mot  quantités  par  ceux-ci  :  expressions 
imaginaires  j,  attendu  qu'alors  les  différentielles  elles-mêmes  cesseraient  géné- 
ralement d'être  réelles.  En  conséquence,  la  définition  générale  des  diffé- 
rentielles sera  la  suivante. 

Les  différentielles  de  plusieurs  variables  réelles  ou  imaginaires  sont  des 
quantités  finies  ou  des  expressions  imaginaires  finies ,  quij,  comparées  les 
unes  aux  autres ,  offrent  des  rapports  égaux  aux  limites  des  rapports  entre 
les  accroissements  simultanés  et  infiniment  petits  de  ces  variables. 

Nous  indiquerons ,  suivant  l'usage,  les  accroissements  simultanés,  finis  on 
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infiniment  petits  de  variables  proposées,  à  l'aide  de  la  lettre  caractéristique  A, 
et  leurs  différentielles  à  l'aide  de  la  lettre  caractéristique  d.  En  conséquence, 
si  l'on  nomme 

oc,  J,    -3,  •  •  • ,    W,    V,    tV, .  .  . 

les  variables  proposées,  leurs  accroissements  simultanés,  finis  ou  infiniment 
petits,  seront 

àx,  ^J,  ^ï, . .  ■ ,  A^/,  ^<^,  ^w, ...  ; 

tandis  que  les  notations 

dx,  dj,  dz,.  . .,  du,  dv,  dw, . . . 

représenteront  les  différentielles  de  ces  mêmes  variables,  c'est-à-dire  des  va- 
riables nouvelles  dont  les  rapports  seront  égaux  aux  limites  des  rapports  entre 
les  accroissements 

^a.\  Aj-,  Az, .  .  . .  Am,  Ap,   Ah-,.  .  . 

supposés  infiniment  petits. 

Il  importe  d'observer  que,  dans  le  cas  même  où  chacun  des  rapports  entre 
les  accroissements  infiniment  petits  des  variables  proposées  converge  vers 
une  limite  unique  et  finie ,  la  définition  ci-dessus  adoptée  ne  détermine  pas 
complètement  les  différentielles  des  variables,  mais  seulement  les  rapports 
qui  existent  entre  ces  différentielles.  On  pourra  donc  toujours  disposer  ar- 
bitrairement au  moins  de  la  différentielle  d'une  variable  ;  et  l'on  ne  doit  pas 
s  en  étonner,  puisque  les  relations  qui  peuvent  exister  entre  les  diverses  va- 
riables devront  toujours  laisser  au  moins  une  de  ces  variables  entièrement 
arbitraire. 

Un  moyen  de  simplifier  les  calculs  est  évidemment  de  réduire  à  l'unité 
la  valeur  de  la  différentielle  qui  demeure  arbitraire.  D'ailleurs  la  variable, 
à  laquelle  appartient  cette  différentielle,  pourra  être  ou  l'une  des  variables 
proposées,  ou  même  une  nouvelle  variable  avec  laquelle  on  ferait  varier 
toutes  les  autres.  En  effet,  rien  n'empêche  de  concevoir  que  les  accroisse- 
ments simultanés 

Aj:,  Ajr,  Az,...,     Aw,  Ac^,   Atv,... 
des  variables  proposées 
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correspondent  à  raccroissement  Ai  d'une  variable  t ,  comprise  ou  non  com- 
prise parmi  les  premières,  et  de  prendre  l'unité  pour  la  différentielle  de 
cette  variable  <f,  qui  devra  être  considérée  comme  indépendante  de  toutes 
les  autres,  et  qui  pourra  être  censée,  si  l'on  veut,  représenter  le  temps.  Il  y 
a  plus  :  si  l'on  pose 

A;  =  J, 

rien  n'empêchera  de  considérer  l'accroissement  i  de  la  variable  indépen- 
dante t  comme  une  nouvelle  variable  indépendante.  C'est  ce  que  nous  ferons 
désormais.  D'ailleurs,  pour  abréger  le  discours,  nous  désignerons  la  variable 
indépendante  i,  de  laquelle  toutes  les  autres  seront  censées  dépendre,  et 
dont  la  différentielle  sera  réduite  à  l'unité ,  sous  le  nom  de  variable  primitive. 
Gela  posé,  soit  s  une  variable  distincte  de  la  variable  primitive  t.  En  vertu 
des  définitions  adoptées,  le  rapport  entre  les  différentielles 

ds,  fît, 

sera  la  limite  du  rapport  entre  les  accroissements  infiniment  petits 

As,  Af. 
On  aura  donc 

il)  —   =  lim.  -; 

ou ,  ce  qui  revient  au  même, 

(2)  ds  =  dt  lim.  -. 

Or  de  cette  dernière  équation ,  jointe  aux  formules 

dt  —  i,   M=  t, 
on  tirera 

(3)  ds  =  lim.  — . 

Effectivement ,  il  résulte  des  définitions  admises  que  la  différentielle  dune 
variable  quelconque  s  sera  la  limite  du  rapport  entre  les  accroissements 
infiniment  petits  As  et  i  de  cette  variable  et  de  la  variable  primitive. 

Concevons  maintenant  que  l'on  nomme  ^  et  ^  deux  variables  quelconques 
liées  entre  elles  par  une  certaine  équation.  Cette  équation,  résolue  par 
rapport  à  s,  déterminera  s  en  fonction  de  œ.  D'ailleurs,  s  étant  considéré 
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comme  fonction  de  la  variable  ^,  le  rapport  entre  les  différentielles  ds ,  dcc 
de  cette  fonction  et  de  cette  variable  sera  la  limite  du  rapport  entre  les  ac- 
croissements infiniment  petits  A.,  ^oo.  On  aura  effectivement,  en  rempla- 
çant s  par  X  dans  la  formule  (i) , 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(5)  ds=^dx\\m.'-^. 

Or  la  valeur  qu'acquerrait  la  différentielle  ds  de  la  fonction,  si  la  différen- 
tielle dx  de  la  variable  se  réduisait  à  l'unité,  est  précisément  ce  qu'on  nomme 
\^  fonction  dérivée  de  s,  relative  à  la  variable  x.  Si  l'on  désigne  par  la 
lettre  caractéristique  D^,  et  à  l'aide  de  la  notation 

cette  fonction  dérivée,  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (5), 

(6)  D.^=:lim.^, 

et,  par  suite,  cette  formule  donnera  généralement 

(rj^  ds  =  Yixsdx. 

Concevons  à  présent  que  s  représente  une  fonction  de  plusieurs  variables 

:r,    ^,   js,.  .  .,      w,   t^,   w.  .  .  • 

On  pourra  partager  ces  variables  en  divers  groupes  ou  systèmes ,  et  cher- 
cher l'accroissement  que  la  fonction  s  reçoit  quand  on  attribue  des  accrois- 
sements infiniment  petits 

A^,  Aj>  ,   Az,...,     Aw,   Ap,  Ah%..., 
à  toutes  les  variables 

X,     JT:     2,.   .   .,         W,     t',     W,  .   .   ,, 

ou  seulement  aux  variables  comprises  dans  le  premier  groupe,  dans  le  se- 
cond, dans  le  troisième,. .  -  .  En  opérant  ainsi,  on  obtiendra,  dans  le  pre- 
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mier  cas,  V accroissement  total  de  s,  que  nous  continuerons  à  exprimer  par 
la  notation 

et  dans  le  second  cas  un  accroissement  partiel  de  s ,  qui  correspondra  au 
changement  de  valeur  des  variables  comprises  dans  un  seul  groupe,  et  qui 
sera  représenté  par  l'une  des  notations 

A^.i',   A,,5,   A^^^i-,    ... 

A  \ accroissement  total  ^s  correspondra  la  differeniieUe  totale  ds  déterminée 
par  la  formule  (3)  ;  et  de  même  aux  accroissements  partiels 

correspondront  des  différentielles  partielles 

d^s ^  d^^s ,  f /„ s,.  . . , 
déterminées  par  des  équations  de  la  forme 

(8) 

Après  avoir  partagé  en  plusieurs  groupes  les  variables  desquelles  dépend 
la  fonction  s,  on  peut  calculer,  non-seulement  ses  accroissements  partiels 
du  premier  ordre 

A^s,  A,^j',  A^,,^,.  ,  ., 

correspondants  au  changement  de  valeurs  des  variables  comprises  dans  les 
divers  groupes,  mais  encore  ses  accroissements  partiels  du  second  ordre ^ 
par  exemple, 

A,A,^6',   A,A,„^, ...,      A^^A^,,^', .  .  .; 

ses  accroissements  partiels  du  troisième  ordre,  par  exemple , 

A,A,^A.ç,,,,.  .  ., 

etc.  A  ces  accroissements  partiels  des  divers  ordres  correspondront  des 
différentielles  partielles  des  divers  ordres.  Ainsi,  en  particulier,  outre  les 
différentielles  partielles  du  premier  ordre  représentées  par  les  notations 
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on  pourra  obtenir  des  différentielles  partielles  du  second  ordre  représentées 
par  les  notations 

dd^s^  dd^^s^.  .  .,     d^d^^^s^.  .  ., 

des  différentielles  partielles  du  troisième  ordre  représentées  par  les  notations 

dd,d,j,.,.. 

Il  y  a  plus ,  outre  les  accroissements  et  différentielles  de  divers  ordres  que 
produisent  plusieurs  opérations  successivement  effectuées,  mais  dissem- 
blables entre  elles,  on  pourra  considérer  des  accroissements  totaux  ou  par- 
tiels, et  des  différentielles  totales  ou  partielles  qui  seraient  les  résultats  d'o- 
pérations dont  plusieurs  deviendraient  semblables  les  unes  aux  autres.  Tels 
seraient,  par  exemple,  les  accroissements  totaux  ou  partiels  exprimés  par 
les  notations 

AA^,      AAA^,      AAAA^,..., 

A,A,^,      A,  A,  A,^,...,     A„A,^A,5',,  .  ., 

et  les  différentielles  totales  ou  partielles  exprimées  par  les  notations 

dds ,     ddds ,     dddds , .  . . , 
dd^s^    d^d^d^s,...,     d^d^^d^s^. . .  . 

Pour  plus  de  commodité,  on  est  convenu  d'écrire 

A^,  A',      .  ,     au  lieu  de     AA,      AAA,..., 


A;,   A%.  .  .,     au  lieu  de 

A,  A,,  AAA,, 

et  pareillement 

d^,  d\.  .  .,     au  lieu  de 

dd,     ddd,.. 

d^,  d;\.  .  .,     au  lieu  de 

dd,,  ddd,, 

comme  si  les  notations 

AA,   AAA,...,     A, A, 

,  A,A,A,,..., 

dd,   ddd,...,      d,d,., 

,  ddd,,.... 

représentaient  de  véritables  produits.  Eu  égard  à  cette  convention,  les  ac- 
croissements totaux  et  différentielles  totales  des  divers  ordres  de  la  fonction  >y 
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se  trouveront  représentés  par  les  notations 

ds^   d'^s^  d^s^,  ... 
et  les  accroissements  partiels  ou 'dérivées  partielles 

A,A.i,  A,  A,A,^,...,    A,,A„A,.y,.  . -,   dd^s,  ddd^s^...,   dd^d^s^..., 
par  les  notations 

A,^  A,^^',...,  A,fA,i-,...,       d^'s,        d^s,....         d-^d,s,, 

On  pourrait  supposer  que,  s  étant  une  fonction  de   plusieurs  variables 
oc,  j^  z,.  . .,  chacune  des  caractéristiques 

A,.      A„,      A,,,,... 

tut  relative  au  changement  de  valeur  d'une  seule  variable 

X,    o\x  jr,    ou  z , .  . .  . 

Dans  ce  cas  particulier,  nous  remplacerons  ces  caractéristiques  par  les 
suivantes 

A.,  A^,  A,,...; 

en  sorte  que  la  notation 

par  exemple,  représentera  l'accroissement  partiel  de  la  fonction  i,  corres- 
pondant à  l'accroissement  Ajc  de  la  seule  variable  .r.  Alors  aussi  nous  rem- 
placerons les  caractéristiques 

^,  ,  <,  <,,... 
par  les  suivantes 

dont  chacune  indiquera  une  différentiation  effectuée  sur  une  fonction  de 
jT,  jr,  z,...  par  rapport  à  une  seule  variable  x,  ou  jr,  ou  r, .  .  .;  et  les 
notations 

d^^s,  dyS,  dzS,.. . 

représenteront  les  différentielles  partielles  de  la  fonction  s  relatives  aux 


(  i6) 
diverses  variables.  Ce  n'est  pas  tout:  en  vertu  des  conventions  admises,  on 
devra  représenter  par  la  notation  D^j  la  dérivée  de  s  relative  à  la  seule 
variable  jc,  par  D^  .f  la  dérivée  de  s  relative  à  la  seule  variable  jr,  etc. . .  ;  et 
pour  déterminer  les  valeurs  de  ces  diverses  dérivées  qui  devront  naturelle- 
ment s'appeler  les  dérivées  partielles  de  s  relatives  à  jc,  à jr,  à  z,  ...,  on  ob- 
tiendra, au  lieu  de  Téquation  (6),  des  équations  semblables  et  de  la  forme 

r9)  D,.  =  lim.  ^^%       D,..  =  lim.-f^,       D,.  =  hm.  -,... 

Enfin,  à  la  place  de  la  formule  (7),  on  obtiendra  les  suivantes 

(10)  d^,s  =  B^s  dx,      dyS  =  D^^  dr,        d^s  =  D^s  dz,..., 

qui  montrent  comment  les  différentielles  partielles 

d^s^  dy.s^  d^s^.. . 

peuvent  se  déduire  des  dérivées  partielles 

D^j,  DyS,  D^s, 

Lorsqu'une  même  fonction  s  se  trouve  successivement  soumise  à  plusieurs 
opérations  indiquées  par  quelques-uns  des  signes 

d^ ,  dy ,  dz,... 
ou 

on  obtient,  dans  le  premier  cas,  des  différentielles  partielles  de  divers  or- 
dres, telles  que 

d^dyS,     d^d^s,     dyd-s,..,,     dj.dy  d.s ,. . . , 

et  dans  le  second  cas  des  dérivées  partielles  de  divers  ordres  j  telles  que 

D,D^^,     D,D,*,     D,D,^,...,     D^D,.D,^,.... 

Lorsqu'une  de  ces  opérations  se  trouve  répétée  plusieurs  fois  de  suite, 
alors,  au  lieu  de  plusieurs  caractéristiques  pareilles,  placées  à  la  suite  l'une 
de  l'autre,  on  écrit  une  seule  caractéristique  affectée  d'un  exposant  égal  à 
leur  nombre,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  des  cas  semblables.  En  opé- 
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rant  de  cette  manière ,  on  réduit,  par  exemple,  les  expressions 

d^  dj.dyS  ^       d^  d^  dy  dyS,... 
à  celles-ci 

dxdyS,       d'j,  dyS, . .. , 

et  les  expressions 
à  celles-ci 

d'd^^,     d'd'^,.... 

Lorsque  les  relations  qui  existent  entre  les  variables  proposées  laissent  non 
pas  seulement  une,  mais  plusieurs  variables  indéterminées,  en  sorte  que  plu- 
sieurs variables  puissent  être  considérées  comme  indépendantes,  il  est  clair 
qu'on  peut  disposer  arbitrairement  des  différentielles  de  toutes  les  variables 
indépendantes.  Alors  on  simplifie  les  calculs  en  considérant  ces  mêmes  diffé- 
rentielles comme  autant  de  constantes  arbitraires. 


§  IL   Sur  la  continuité  des /onctions ,  de  leurs  dt'rii>ées  et  de  leurs  différentielles.  Propriétés 
diverses  des  différentielles. 

Nous  disons,  comme  Ton  sait,  qu'une  fonction  est  continue^  entre  deux 
limites  données  d'une  variable  dont  elle  dépend,  ou  dans  le  voisina^ofe  d'une 
valeur  particulière  attribuée  à  cette  variable ,  lorsque  entre  ces  limites  ou 
dans  le  voisinage  de  cette  valeur  particulière ,  la  fonction ,  conservant  sans 
cesse  une  valeur  unique  et  finie,  varie  de  telle  sorte  qu'un  accroissement 
infiniment  petit,  attribué  à  la  variable,  produise  toujours  un  accroissement 
infiniment  petit  de  la  fonction  elle-même. 

Supposer,  comme  on  le  fait  dans  le  calcul  différentiel ,  qu'à  des  accroisse- 
ments infiniment  petits  des  variables  correspondent  des  accroissements  infi- 
niment petits  des  fonctions,  c'est  supposer  implicitement  que  les  fonctions 
restent  continues.  On  ne  doit  donc  pas  être  étonné  de  rencontrer  dans  le 
calcul  différentiel  des  définitions,  des  formules  et  des  théorèmes  qui  cessent 
d'être  applicables,  ou  d'offrir  un  sens  précis  et  déterminé  dans  le  cas  où  l'on 
attribue  aux  variables  des  valeurs  pour  lesquelles  les  fonctions  deviennent 
discontinues.  On  ne  doit  pas  être  étonné  de  voir,  dans  des  cas  semblables ,  les 
formules  (3)  et  (6)  du  §  P""  fournir,  pour  la  différentielle  ds  d'une  fonction 
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donnée,  ou  pour  sa  dérivée  Dj.s  relative  à  une  seule  variable  a: ,  des  valeurs 
infinies  ou  même  indéterminées  (*). 

Sans  peidre  de  vue  ces  observations,  nous  allons  maintenant  faire  voit 
avec  quelle  facilité  les  propriétés  diverses  des  différentielles  et  des  fonctions 
dérivées  se  déduisent  des  principes  établis  dans  le  premier  paragraphe,  et 
en  particulier  de  la  définition  que  nous  avons  donnée  des  différentielles, 
jointe  à  la  considération  d  une  variable  dont  la  différentielle  est  prise  pour 
unité. 

Soit  s  une  variable  on  foiîction  quelconque.  Soient  encore 


les  accroissements  infiniment  petits  et  simultanés  de  la  variable  s  et  de  la 
variable  primitive  dont  la  différentielle  est  prise  pour  unité.  Gomme  nous 
i  avons  remarqué  dans  le  §  P',  la  différentielle  ds  sera,  en  vertu  de  sa  défi- 
nition même,  déterminée  par  la  formule 

(i)  fis  =  lim.  — . 

Cela  posé,  concevons  d'abord  que  la  fonction  s  soit  équivalente  à  la  somme 
de  plusieurs  autres  fonctions  m,  i^,  w, . . . ,  en  sorte  qu'on  ait 

(2)  s  =  U  -+-  i>  -h  W  -h.  .  .  . 

Si  l'on  désigne  par 

As,  Ali,  Ac,  i\(u, .  . . 


(*)  Pour  en  donner  nn  exemple  très-simple ,  posons  ^  —     ;    alors  l'équation  (6)  du  §  P', 
savoir, 

D,..y  =lim.  —, 
se  réduira  simplement  à 

D.v  =  -  lim.  -^— ^ , 

X  [jC  -^   Aj7  ) 

et  donnera  généralement ,  pour  dérivée  de  ^  la  fonction  —  -^  qui  sera  une  quantité  négative 
si  la  variable  x,  étant  réelle ,  diffère  de  zéro.  Mais ,  si  la  variable  x  s'évanouit ,  la  même  formule 
fournira  une  valeur  infinie  de  î),s  ;  et  l'on  doit  ajouter  que  cette  valeur  pourra  être  censée 
à  volonté  ou  positive,  ou  négative,  attendu  qu'en  faisant  converger  x  et  ^x  vers  zéro,  on 
peut  disposer  arbitrairement  du  signe  et  de  la  valeur  du  rapport  — . 
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les  accroissements  infiniment  petits  et  simultanés  de 

l'accroissement  total  de  s  se  réduira  évidemment  à  la  somme  des  accroisse- 
njents  correspondants  des  autres  fonctions  u,  v,  u-, .  .  .  On  aura  donc 

A^  =  \u  +  Af  -i-  ^w  + . . . 
et  par  suite 


Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  fait  converger  i   vers   la  limite   zéro, 
alors,  eu  égard  à  lequation  (2),  on  verra  les  rapports 

A.V         !^x        Ac        A(v 

converger  vers  les  limites  respectives 

ds ,  du .  dv ,  dw ,  .  .  .  ; 
puis  on  en  conclura,  en  passant  aux  limites, 

3)  ds  —  du  H-  dv  +  d'A>  -^ .  .  .. 

En  d'autres  termes,  l'équation 

(4)  A  (  w  +  p  +  w  +  .  .  .  )  =  Aw  -f-  A<'  -h  Ah--  h-  .  . . 
entraînera  la  formule 

(5)  d  {u  -\-  i'  -+-  w  -^  .  .  ,)  =1  du  +  dv  -^  dw  +  .  . . . 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

i^""  Théorème.  La  différentielle  de  la  somme  de  plusieurs  fonctions  se 
réduit  à  la  somme  de  leurs  différentielles. 

Corollaire.  Si  l'on  suppose  les  fonctions  m,  p,  .  . .  réduites  à  deux  seule- 
ment ,  la  formule  (5)  deviendra 

d  {u  -^  V )  ^=:i  du  -{-  dv. 

Or,   de  cette    dernière  formule  il  résulte  que,  si  une  fonction  donnée  n 

3,. 


(  ^o) 

reçoit  un  accroissement  quelconque  (^,  Faccroissement  correspondant  de  la 
différentielle  du  sera  représenté  parc?f.  En  d'autres  termes:  l'accroissement 
de  la  différentielle  sera  la  différentielle  de  V accroissement. 

Supposons  maintenant  deux  fonctions  r,  6-,  liées  entre  elles  par  1  équation 

(6)  .V  =  ar, 

dans  laquelle  a  désigne  un  coefficient  constant.  Quand  on  fera  croître  /•  de  A/'. 
Je  produit  ar  croîtra  d'une  quantité  représentée  par  le  produit  at^r.  Donc, 
en  nommant  Ar,  A^  les  accroissements  infiniment  petits  et  simultanés  des 
fonctions  r^  ^,  on  aura 

A5  =  aLr. 

En  divisant  par  e  chaque  membre  de  la  dernière  équation ,  et  faisant  con- 
verger £  vers  la  limite  zéro,  on  trouvera  non-seulement 


mais  encore 

(7)  ds  —  adr. 

En  d'autres  termes,  l'équation 

(8)  A  f  rt/')  =  a  Ar 
entraînera  la  formule 

(9)  Cl  [ar)  =  a  dr. 

On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante. 

■1^  Théorème.  Lorsqu'on  multiplie  une  fonction  par  un  coefficient  constant» 
la  différentielle  de  cette  fonction  se  trouve  à  son  tour  multipliée  par  le 
même  coefficient. 

Supposons  enfin  la  fonction  s  liée  à  d'autres  fonctions  w,  i>,  h',  .  .  .  par  une 
équation  linéaire  ou  de  la  forme 

(10)  6=  au  -{-  bi>  -+~  cw  -1-. .  . , 

dans  laquelle  a,  Z>,  c, . . .  désignent  des  coefficients  constants.  Alors,  en  raison- 
nant toujours  de  la  même  manière,  on  obtiendra  la  formule 

(11)  ds  ~  a  au  +  h  ch  -f  c  dw  4-  .  , , , 


(  ^1  ) 

qui  entraînera  la  suivante 

(j  2)         d  {au  -h  bv  -^  cw  +  ...)  -\-  adu-\-  bdv  +  cclw  -\- .. ., 

et  qui  peut  se  déduire  directement  des  équations  (5)  et  (9). 

Les  théorèmes  et  les  formules  que  nous  venons  d'établir  subsistent  évidem- 
ment dans  le  cas  même  où  Ion  se  bornerait  à  changer  les  valeurs  de  quel- 
ques-unes des  variables  comprises  dans  les  fonctions  données,  et  où  l'on 
lemplacerait  en  conséquence  les  accroissements  totaux  et  les  différentielles 
totales  par  des  accroissements  partiels  et  par  des  différentielles  partielles. 
Ainsi,  en  particulier,  les  formules  (4),  (8)  continueront  de  subsister,  si  l'on  y 
remplace  la  caractéristique  A,  qui  indique  l'accroissement  total  d'une  fonction, 
par  l'une  des  caractéristiques 

A^,  A,.,  A^,...,    A,,  A,,,  A,,,,..., 

qui  indiquent  des  accroissements  partiels  relatifs  à  diverses  variables  oc^j^  s, . .. 
ou  à  divers  groupes  de  variables.  Pareillement,  les  formules  (5),  (9),  {11)  con- 
tinueront de  subsister,  si  l'on  y  remplace  la  caractéristique  d  qui  indique  la 
différentielle  totale  d'une  fonction  par  l'une  des  caractéristiques 

dj.,  dy,  dz,. ..,     tf^ ,  <i^ ,  ^,^ , . . . , 

qui  indiquent  des  différentielles  partielles  relatives,  soit  aux  variables  x, 
y^Zj. . .,  soit  à  des  groupes  de  variables.  Il  y  a  plus  :  comme  une  différen- 
tielle partielle  relative  à  une  seule  variable  x  se  réduit  à  la  dérivée  corres- 
pondante, lorsque  dx  se  réduit  à  l'unité,  les  formules  (5),  (9),  (12)  subsiste- 
ront encore,  quand  on  y  remplacera  la  caractéristique  d  par  l'une  des 
caractéristiques 

D,,  D^,D,,.... 

L'équation  (i),  de  laquelle  nous  avons  déduit  les  formules  (5),  (9)  et  (12), 
entraîne  encore  une  multitude  d'autres  conséquences  dignes  de  remarque ,  et 
en  particulier  celles  que  nous  allons  indiquer. 

Supposons  que  la  fonction  s  et  sa  différentielle  ds  restent  continues,  par 
rapport  aux  variables  dont  elles  dépendent,  dans  le  voisinage  du  système  des 
valeurs  particulières  attribuées  à  ces  mêmes  variables.  Concevons  d'ailleurs  que 
l'on  fasse  comcider  la  variable  primitive  dont  l'accroissement  est  représenté 
par  t,  et  dont  la  différentielle  est  réduite  à  l'unité,  avec  l'une  des  variables 


(  ^o 

données,  ou  avec  une  variable  nouvelle  dont  toutes  les  autres  soient  des  fonc- 
tions continues.  Non-seulement  la  différentielle  Hs  sera  la  limite  de  laquelle 

s'appiochera  indéfiniment  le  rapport  —,  tandis  que  t  s  approchera  indéfini- 
ment de  la  limite  zéro;  mais  de  plus,  pour  de  très-petits  modules  de  {,  ce 
rapport  différera  très-peu  de  sa  limite,  en  sorte  qu'on  pourra  énoncer  la  pro- 
position suivante. 

'"i*"  Théorème.  Si  une  fonction  s  de  plusieui's  variables  et  sa  différentielb^ 
(Is  restent  continues  dans  le  voisina{>e  d'un  système  de  valeurs  attribuées  à  ces 
variables;  si  d'ailleurs  on  fait  coïncider  la  variable  primitive,  ou  avec  l'une 
de  ces  variables  ,  ou  avec  une  variable  nouvelle  dont  toutes  les  autres  soient 
fonctions  continues;  alors,  pour  des  valeurs  infiniment  petites  attribuées  à 

l'accroissement  t  de  la  variable  primitive  ,  la  différence  entre  le  rapport  —  et 
la  différentielle  ds  sera  infiniment  petite. 

Corollaire  i*^'.  Le  théorème  4  s'étend  au  cas  même  où  Faccroissement  total 
j\s  et  la  différentielle  totale  ds  seraient  remplacés  par  un  accroissement  par 
tiel 

A,^',  ou  A,  >s,   ou  A  ,.s, .  .  . 

<  t  par  la  différentielle  correspondante 

d^s  ou  d^s ,  ou  /^^  6, 

On  pourrait  d'ailleurs  supposer  ici  les  caractéristiques 

a;,  A„,  a,,,,...    ^,,  ^/,,  r/„,..., 

relatives  chacune  à  une  seule  variable  jf,  ouj",  ou  z, ..  .  et  par  conséquent 
réduites  aux  caractéristiques 

A.,,  A,,  A^,...,     d,.,  4,  d,,.... 

Corollaire  2^  Concevons  maintenant  que  les  variables,  dont ^  est  fonction, 
soient  partagées  en  deux  groupes.  Indiquons  à  l'aide  de  la  caractéristique  A 
l'accroissement  total  de  la  fonction  s  ou  d'une  fonction  de  même  nature ,  et  à 
l'aide  de  la  caractéristique  A,  ou  A^^  l'accroissement  partiel  que  prend  la  même 
fonction  pour  des  accroissements  infiniment  petits  attribués  aux  variables 
comprises  dans  un  seul  groupe.  Soient  en  conséquence  A  j  ou  A^  .y,  l'ac-rois- 
sement  infiniment  petit  de  s  correspondant  à  des  accroissements  infiniment 
petits  des  variables  comprises  dans  le  premier  ou  dans  le  second  groupe;  et  Ai^ 


(  ^3) 
l'accroissement  fotal  de  s\  Enfin ,  nommons  s^  ce  que  devient  s  quand  on  tait 
croître  seulement  les  variables  comprises  dans  le  premier  groupe,  et  s\,  ce  que 
devient  s  quand  on  fait  croître  toutes  les  variables  à  la  fois.  On  aura  évidem- 
ment 

s\  =  s  4-  A,J, 

■^'„  =  -y,  +  ^„>^,  =  •'>'  -^  ^, ■'•'  +  ^ „'■'*, -^ 
et,  par  suite,  la  valeur  de  A.v  =  .v,^  —  s  sera 

('l3)  A.v  =r  A,.s  +  x^,,^;. 

En  divisant  par  i  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation,  l'on  trouveia 


Supposons,  d'ailleurs,  que  la  fonction  s  et  ses  deux  différentielles  partielles 

soient  des  fonctions  continues  des  diverses  variables,  dans  le  voisinage  du 
système  des  valeurs  attribuées  à  ces  variables  mêmes.  Alors,  pour  des  valeurs 

infiniment  petites  de  j,  en  vertu  du  corollaire  i^*^,  le  rapport  -^  différera 

infiniment  peu  de  d^s^  et  le  rapport  -^^  de  d,s.  Mais,  d'autre  part,  à  Tac- 

croissement  infiniment  petit 

s\  —  .y  —  A,  .y 

de  la  fonction  s  correspondra  1  accroissement 

r/  j-,  —  d,s  -—  A,  d^^s 

de  la  différentielle  d^^s\  et  ce  dernier  accroissement  sera  encore  infiniment 
petit,  puisque  d^^s  sera,  par  hypothèse,   fonction   continue  de  s.  Donc  le 

rapport -^^'  différera  infiniment   peu  non-seulement    de  d,s^   mais  aussi 

àeds.  Donc,  dans  l'hypothèse  admise,  si  l'on  fait  converger  i  vers  la  limite 
zéro ,  les  rapports 


(  '->-4  ) 
convergeront  respectivement  vers  les  limites 

et,  par  suite,  la  formule 

A.v   _  A,i-  A,^^, 

i  i  i 

entraînera  celle-ci 

ds  =  d^s  -h  d^s. 

En  conséquence,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

4*^   Théorème.  Soit  s  une  fonction  de  diverses  variables  que  nous  suppo- 
serons partagées  en  deux  groupes.  Soient,  de  plus, 

d,s 

la  différentielle  partielle  de  s  correspondante  au  système  des  variables  com- 
prises dans  le  premier  groupe; 

<^ 

la  différentielle  partielle  de  s  correspondante  au  système  des  variables  com- 
prises dans  le  second  groupe;  et 

ds 

la  différentielle  totale  de  s  correspondante  au  système  de  toutes  les  variables. 
Si  la  fonction  s  et  les  différentielles  partielles 

d^s,     d^s, 

restent  fonctions  continues  des  diverses  variables  dans  le  voisinage  du  sys- 
tème des  valeurs  attribuées  à  ces  variables  mêmes,  la  différentielle  totale 
ds  sera  la  somme  des  différentielles  partielles,  en  sorte  qu'on  aura 

(i4)  ds  =  d^s  4-  d,s. 

Corollaire.  Concevons  maintenant  que  la  fonction  jf  dépende  de  plusieurs 
variables  partagées  en  trois  groupes ,  et  nommons 

d^s,     d^^s,     d^j 

les  différentielles  partielles  de  s  correspondantes  à  ces  trois  groupes.  Suppo- 
sons, d'ailleurs,  que  la  fonction  s  et  ces  trois  différentielles  partielles  restent 
fonctions  continues  des  diverses  variables ,  dans  le  voisinage  du  système  des 
valeurs  attribuées  à  ces  variables  mêmes.  Si  l'on  considère  les  deux  derniers 


(  ^5) 
groupes  de  variables  comme  n'en  formant  plus  qu'un  seul ,  la  différentielle 
partielle  de  s  correspondante  à  ce  nouveau  p,roupe  sera,  en  vertu  du  théo- 
i-ème  précédent,  représentée  par  la  somme 

et,  en  vertu  du  même  théorème,  il  suffira  d'ajouter  cette  somme  à  ds  pour 
obtenir  la  différentielle  totale  de  s  ou  ds.  On  aura  donc 

ds  =z  d^s  -f-  d,s  +  d^j. 

Par  des  raisonnements  semblables ,  on  passera  aisément  du  cas  où  les  varia- 
bles sont  partagées  en  trois  groupes,  au  cas  où  elles  sont  partagées  en  quatre 
groupes,  etc.,  et  en  continuant  ainsi  on  établira  généralement  la  proposi- 
tion suivante. 

5«  Théorème.  Soit  s  une  fonction  de  plusieurs  variables,  que  nous  sup- 
poserons partagées  en  divers  groupes.  Soient  de  plus 

d^s^     d^s,     d^^^s ,.  .  . 

les  différentielles  partielles  de  s,  correspondantes  au  premier,  au  second,  au 
troisième,....  groupe.  Enfin,  supposons  que  la  fonction  a^  et  chacune  de  ces 
différentielles  restent  fonctions  continues  des  diverses  variables  dans  le  voi- 
sinage du  système  des  valeurs  attribuées  à  ces  variables  mêmes.  La  différen- 
tielle totale  ds  de  la  fonction  s  sera  la  somme  des  différentielles  partielles 
d^s ,  d^^s,  ^,^, i-,...,  en  sorte  qu'on  aura 

(i5)    •  ds  =  d^s  ■+-  d^^s  ^  d^j  -i-  .... 

Corollaire  i".  x\u  fieu  de  déduire  le  5*"  théorème  du  précédent,  on  pour- 
rait l'établir  directement  à  l'aide  des  considérations  suivantes.  Les  variables 
que  renferme  la  fonction  s  étant,  comme  on  vient  de  le  dire,  partagées  en 
divers  groupes,  désignons,  à  l'aide  des  caractéristiqu&t. 


les  accroissements  partiels  de  la  fonction  s  ou  d'une  fonction  de  même  na- 
ture, qui  correspondent  à  des  accroissements  infiniment  petits  des  valeurs 
des  variables  comprises  dans  le  premier,  le  second,  le  troisième,...  groupe. 
Soient  encore  s^  ce  que  devient  la  fonction  s  en  vertu  des  accroissements  attri- 
bués aux  variables  comprises  dans  le  premier  ;  s^^  ce  que  devient  la  fonction  s 
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(  ^6) 
en  vertu  des  accroissements  attribués  aux  variables  comprises  dans  les  deux 
premiers  groupes;  s^^^  ce  que  devient  la  même  fonction,  en  vertu  des  accrois- 
sements attribués  aux  variables  comprises  dans  les  trois  premiers  groupes,... 
et  ainsi  de  suite.  On  pourra  évidemment  considérer  s^^  comme  représentant 
ce  que  devient  s^  en  vertu  des  accroissements  attribués  aux  seules  variables 
comprises  dans  le  second  groupe  ;  s^^^  comme  représentant  ce  que  devient  s^^ 
en  vertu  des  accroissements  attribués  aux  seules  variables  comprises  dans  le 
troisième  groupe;  etc....  On  aura  donc 

s^   ~  s  ^  ^s , 
etc .  . . , 


et  par  suite 


s,„  =  .î  +  A,*  -f-  A,^.i;  -+-  A„,j-„, 


etc. 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

s,     —  i'  =:   A  ^, 


^1,   —  -y  ==  A  .y  +  A^^.y,, 
etc. .  .  . 


Donc  les  différences 


pourront  être  respectivement  représentées  par  les  sommes  composées  avec 
le  premier,  ou  les  deux  premiers ,  ou  les  trois  premiers, . . .  termes  de  la  suite 

et  la  somme  de  tous  les  termes  de  cette  suite  représentera  la  dernière  de 
toutes  ces  différences  qui  sera  précisément  l'accroissement  total  de  la  fonc- 
tion s  correspondant  aux  accroissements  infiniment  petits  de  toutes  les  va- 
riables. Donc,  en  nommant  A^  cet  accroissement  total  de  la  fonction  s 


(  ^7  ) 


As  =  As  -h  A,,^,  -h  A^J^,  -h  .  ... 


Concevons  à  présent  que  l'on  divise  par  i  les  deux  membres  de  la  formule 
précédente.  On  trouvera 

lit  i 

puis  en  attribuant  à  i  une  valeur  infiniment  petite,  et  supposant  que  les 

fonctions 

s,     d^s^     d^^s,     d^^^s^^^ . . ,, 

restent  fonctions  continues  des  diverses  variables  dans  le  voisinage  du  sys- 
tème de  valeurs  attribuées  à  ces  variables ,  on  reconnaîtra  que  les  rapports 

diffèrent  infiniment  peu,  le  premier  de  d^s;\e  deuxième  de  <i„^,,  et,  par  suite, 
de  d^^s;  le  troisième  de  c?,,,*,,,  et,  par  suite,  de  <^,„*,^,  ou  même  ded^^^s ^  etc.... 
Donc,  en  faisant  converger  i  vers  la  limite  zéro,  on  verra  les  rapports 


converger  respectivement  vers  les  limites 

d^s^     d^^s^     d^^^s,.  .  .; 
et  la  formule 

A5  A^s  A,^  i,  A„,  s^^ 

entraînera  la  suivante 

ds  =  d^s  -\-  d^^s  +  d^^^s  -h  .... 

Corollaire  2".  Le   5**  théorème  continuerait  évidemment  de  subsister  si 
chacune  des  caractéristiques 

se  rapportait  aune  seule  variable.  Mais  alors,  en  désignant  par  o?,^,  z,. . . 
les  diverses  variables,  on  pourrait  à  ces  caractéristiques  substituer  les  sui- 
vantes 

da:,     dy,     d^,...; 

4.. 


(  28  ) 
et,  par  suite,  la  formule  (i5)  deviendrait 

(i6)  ds  =:  (i^s  ■+■  dy.s  -i-  r/^s  +-.... 

§   III.  —  Formules  générales  pour  la    différentiation    des  fonctions   d'une   ou  de  plusieurs 
variables. 

Les  principes  établis  dans  les  paragraphes  précédents  fournissent  immé- 
diatement les  diverses  formules  générales  qui  servent  à  la  différentiation  des 
fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables.  Entrons  à  ce  sujet  dans  quelques 
détails. 

Considérons  d'abord  une  fonction  s  d'une  seule  variable  a:.  Si  cette  fonc- 
tion est  du  nombre  de  celles  que  l'on  nomme  fonctions  simples ^  sa  dérivée  D^.y 
devra  se  déduire,  dans  chaque  cas  particulier,  de  l'équation  (6)  du  §  P"^, 
c  est-à-dire  de  la  formule 

(i)  D^s  =  hm.  — . 

Cette  dérivée  étant  obtenue,  la  formule  (7)  du  §  F'',  savoir, 

(2)  ds  =  D^sdœ, 

fournira  immédiatement  la  valeur  générale  de  la  différentielle  ds. 

Si  s  est  une  fonction  de  fonction  de  a: ,  si ,  par  exemple ,  s  est  fonction  de  la 
variable  j,  cette  variable  étant  elle-même  fonction  de  la  variable  jc ,  alors 
la  différentielle  ds  se  trouvera  déterminée  non  plus  par  l'équation  (2), 
mais  par  le  système  de  deux  équations  de  même  forme ,  savoir, 

(3)  ds  =  DyS  dj ,     dj  —  D^jdœ^ 
en  sorte  qu'on  aura 

(4)  ds  =  D^6'  D^j^  dx. 

Pareillement,  si  s  était  fonction  de  z,  z  étant  fonction  de  j-,  et  j  fonc- 
tion de  .r,  on  trouverait  successivement 

(5)  ds  =  B^^sdz,     dz  =  Dyzdj,     df  =  D^jdjc, 
puis  on  en  conclurait 

(6)  ds  ^D.sDyZB^jdœ-, 
et  ainsi  de  suite. 


(  -9) 
Supposons  maintenant  que   s  soit  non    plus  une   fonction  de  fonction, 
mais    une  fonction   composée   de    plusieurs   variables   x,  j,  z....    Alors, 
en  vertu  de  la  formule  (i5)  du  parapraphe  précédent,   on  aura  générale- 
ment 

(7)  ds  =  d^s  -h  dyS  -f-  d^s  -f- 

Mais  les  formules  (10)  du  §  P'  donneront 

(8)  d^s  ■=  Y^^sdx,     dyS  =  Bysdj,     d^s  =  D^sdz.  ..  . 

Donc  alors  la  valeur  de  la  différentielle  ds  se  trouvera  déterminée  par  la 
formule 

(9)  ds  =  D^sdx  +  Dysdjr  -^  B^s  dz  + 

Si  s  était  une  fonction  de  plusieurs  autres 

M,        P,        W,.  .  .  , 

qui  fussent  elles-mêmes  fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes 

alors ,  au  lieu  de  la  formule  (9) ,  on  obtiendrait  la  suivante 

(10)  ds  =  Busdu  -+-  D^sdi^  -+-  D^sdw  H-  . . . , 

et  chacune  des  différentielles  du,  dv ,  dw^...  se  trouverait  à  son  tour  déter- 
minée pour  une  équation  semblable  à  la  formule  (9),  en  sorte  qu'on  aurait 

idu  =  D^udx  +  Dyudj  +  D^udz  +  ..., 
dv  =  D^vdx  +  Byvdj  +  \)zvdz  +  ..., 
etc.... 

Donc  alors ,  pour  obtenir  la  valeur  générale  de  ds  exprimée  en  fonction  des 
variables  x,  j",  z,. . .  et  de  leurs  différentielles  dx,  dj^  dz,... ,  il  suffirait  de 
substituer  dans  le  second  membre  de  l'équation  (10)  les  \a\eurs  de  du ,  dv, 
dw^...  fournies  par  les  formules  (i  i). 

Il  pourrait  arriver  que,  s  étant  fonction  de  w,  v,  Wy..,  chacune  des  lettres 
M,  (^,  H^,...  représentât  non  plus  une  fonction  des  variables  indépendantes, 
mais  une  fonction  composée  d'autres  fonctions.  Au  reste,  il  est  clair  que,  dans 
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tous  les  cas,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  diverses,  supposées  fonc- 
tions les  unes  des  autres  ,  la  différentielle  totale  de  s  pourra  être  déterminée 
par  le  système  de  plusieurs  équations  semblables  aux  formules  (9) ,  (10),  (i  i). 
Les  formules  qui  précèdent  comprennent,  comme  cas  particuliers ,  d'autres 
formules  générales  qu'on  en  déduirait  sans  peine.  Ainsi ,  par  exemple,  comme 
en  désignant  par  a,  h  deux  constantes  arbitraires,  on  trouve 

A  [aœ  +  ^)  =  A  (ax)  =  aA^, 

par  conséquent 

A  [ax  -t-  b) 

\x  ' 

la  formule  (i)  donnera 

D^  (ax  -\-  b)  =  a. 

Par  suite,  si  l'on  pose 

s  =z  au  +  bs>  +  ctv  +  . . . , 

la  formule  (10)  donnera 

ds  =  adu  -+-  bdv  +  cdw  +  .  . . , 
en  sorte  qu'on  aura 

d[au-^  hv-\-  cw  ^  .  .  .)  =z  adu  -h  bds>  +  cdw  -+-... 

On  se  trouve  ainsi  ramené  immédiatement  à  la  formule  (12)  du  §  II,  la- 
quelle comprend  comme  cas  particuliers  les  formules  (5)  et  (9)  du  même 
paragraphe. 

Supposons  maintenant  que  diverses  variables  se  trouvent  liées  entre  elles 
par  une  ou  plusieurs  équations.  Les  deux  membres  de  chaque  équation  étant 
égaux,  leurs  différentielles  seront  égales,  et  l'égalité  de  ces  différentielles 
constituera  une  équation  nouvelle.  On  appelle  équations  différentielles  les 
nouvelles  équations  que  l'on  obtient  en  différentiant  les  deux  membres  de 
chacune  des  équations  données.  Gomme  une  quantité  constante  est  celle  qui 
ne  varie  pas,  ou,  en  d'autres  termes,  celle  qui  ne  reçoit  pas  d'accroissement,  il 
est  clair  que  la  différentielle  d'une  constante  s'évanouit  avec  son  accroissement 
même.  Donc  lorsqu'une  équation  offre  pour  second  membre  zéro,  ou  une 
autre  constante,  il  suffit  de  différentier  le  premier  membre  de  cette  équation 
pour  obtenir  l'équation  différentielle  correspondante. 

Les  règles  qui  servent  à  déterminer  la  différentielle  du  premier  ordre  d'une 
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fonction  quelconque  peuvent  encore  évidemment  servir  à  déterminer  la  dif- 
férentielle de  cette  différentielle  ou  la  différentielle  du  second  ordre,  et  gé- 
néralement les  différentielles  des  divers  ordres.  Pareillement,  étant  données 
une  ou  plusieurs  équations  entre  diverses  variables,  on  pourra  tirer  parti 
des  règles  dont  il  s'agit  pour  différentier  plusieurs  fois  de  suite  chaque 
équation ,  et  pour  obtenir  ainsi  ce  qu'on  appelle  des  équations  différentielles 
de  divers  ordres. 

Dans  le  paragraphe  qui  va  suivre,  nous  ferons  connaître  diverses  propriétés 
remarquables  des  différentielles  et  des  fonctions  dérivées  d'un  ordre  quel- 
conque. 

§  IV.    —   Propriétés  des  différentielles  et  des  fonctions  déricées  des  divers  ordres. 

Aux  théorèmes  et  aux  formules  que  nous  avons  établis  dans  les  paragra- 
phes précédents,  il  est  utile  de  joindre  la  démonstration  de  quelques  pro- 
priétés générales  des  différentielles  des  divers  ordres.  L'une  de  ces  propriétés 
appartient  à  la  fois  aux  accroissements  des  fonctions,  à  leurs  différen- 
tielles et  à  leurs  dérivées.  Elle  consiste  en  ce  qu'on  peut  intervertir  arbitrai- 
rement l'ordre  dans  lequel  se  succèdent  deux  ou  plusieurs  opérations,  dont 
chacune  est  exprimée  ou  par  l'une  des  caractéristiques 

A,  A,,  A,,,  A^„,  .  ..,       A^,  A,.,  A^,..., 

qui  servent  à  indiquer  des  accroissements  totaux  ou  partiels,  ou  par  l'une 
des  caractéristiques 

d,  d^ ,  <i,^,  <i^,, ,  .  . . ,       d^,  r/^,  r4, .  .  . , 

qui  servent  à  indiquer  des  différentielles  totales  ou  partielles,  ou  même  par 
l'une  des  caractéristiques 

D„D,.,  D,,..., 

qui  servent  à  indiquer  des  dérivées  partielles,  sans  altérer  en  aucune  manière 
le  résultat  définitif  de  ces  opérations  diverses.  Pour  établir  cette  proposition , 
il  suffit  évidemment  de  faire  voir  que  l'on  pourra  toujours,  sans  inconvénient, 
échanger  entre  elles  deux  de  ces  caractéristiques,  écrites  à  la  suite  l'une  de 
l'autre.  Il  y  a  plus  :  on  pourra  se  borner  à  considérer  le  cas  où  les  deux 
caractéristiques  seraient  dissemblables ,  la  proposition  étant  évidente  dans  le 
cas  contraire. 

Or,  supposons  que,  la  lettre  j désignant  une  fonction  de  plusieurs  variables 


(3.) 
oCy  j-,  2,. ..,  on  nomme  g  un  accroissement  partiel  ou  même  total  de  cette 
fonction.  On  aura  ,  en  vertu  des  formules  (4)  et  (5)  du  §  II , 

A  (s  -+-  ç)  =  As  -h  Aç, 
d  [s  -h  ç)  =  ds  -{-  (Iç. 

Donc ,  à  un  accroissement  quelconque  de  s,  représenté  par  ç ,  correspondront 
un  accroissement  de  As  représenté  par  Aç,  et  un  accroissement  de  la  diffé- 
rentielle ds  représenté  par  dç.  Ce  n'est  pas  tout  :  comme  les  formules  (4)  et  (5) 
du  §  Il  continuent  de  subsister,  dans  le  cas  même  où  Ton  y  remplace  la  carac- 
téristique A  par  lune  des  caractéristiques 

A, ,  A^^ ,  A^^^ , . . . ,       A^ ,  A_y ,  A^ , . . .  » 
(  t  la  caractéristique  dpar  l'une  des  caractéristiques 

f/ ,  6/,^ ,  <^,,, , . . . ,       d^^  dy^d^^.  .  .^ 

ou  même  par  l'une  des  caractéristiques 

D,,  D^,D„..., 

on  peut  affirmer  qu'à  l'accroissement  ç  de  la  fonction  s  correspondront  les 
accroissements 

A,ç,  A,^g,  A,„ç,  .  .  .  ,        A^ç,  A_^ç,  A^ç,..  . 

des  expressions 

A, 5,  A,,^,  A,,,^',.  . .,       A^.6',  AyS ^  A^^,... 

et  les  accroissements 

c^,ç,  ^,^ç,<i,„ç,.  ..,     d^ç,  dj.ç,  d^ç,...,     D^ç,  D^ç,  D^ç,.  .  . 

des  expressions 

d^s^  d^^s ,  d^^s^. .  , ,     dj-s,  dyS ^  d^s ^.  .  .^     D^j,  D^^-,  D^^', 

Gela  posé,  concevons  que  les  accroissements  correspondants  dont  il  s'agit  se 
réduisent  à  ceux  que  l'on  indique  par  l'une  des  caractéristiques 

A,  A,  A,„A„„...,       A,,  A,.,  A,,.... 
On  conclura  immédiatement  de  ce  qui  précède  que  l'on  peut  sans  inconvé- 
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nient  échanger  entre  elles  deux  de  ces  caractéristiques,  ou  échanger  l'une 
d'elles  avec  l'une  des  suivantes 

Ainsi,  par  exemple,  de  ce  qu'à  l'accroissement  ç  de  ^  ,  correspond  l'accroisse- 
ment A,ç  de  A,^,  on  conclura  qu'en  posant 

on  doit  avoir 

A,ç  =  A^^  A,^. 

On  aura  donc  par  suite 

(i)  A  A,^^  =  A,,  A  ^. 

Pareillement,  de  ce  qu'à  l'accroissement  ç  de  j  correspond  l'accroissement  d^  ç 
de  ^,  i',  on  conclura  qu'en  posant 

on  doit  avoir 

dç  =  A^^  d^  ç. 

On  aura  donc  par  suite 

(2)  d^  A,^  s  =  A,,  ûf,  s. 

On  pourra  d'ailleurs  remplacer,  dans  les  formules  (  i)  et  (^2  j,  les  caractéristiques 
A, ,  A,^  par  deux  quelconques  des  caractéristiques 

A,  A  ,  A,^,  A,,,,...,        A^,  A^,  A^,...; 

et  la  caractéristique  d^  par  l'une  quelconque  des  caractéristiques 

d,  d^,d,,,  <,, . . . ,     4,  4,  d,,...,     D^,  D^,  D,,  .  .  . . 

Concevons  maintenant  que  l'on  divise  les  deux  membres  de  la  formule  (2) 
par  l'accroissement  i  de  la  variable  primitive.  On  trouvera 

d^  A,^  s  A,,  d^  s 

ou,  ce  qui  revient  au  même ,  eu  égard  à  la  formule  (9) , 

7    A    s  a^ii  d^s 

'       i  i       ' 
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puis,  en  faisant  converger  vers  la  limite  zéro  l'accroissement  i  et  les  accroisse- 
ments correspondants  des  variables  comprises  dans  le  groupe  auquel  se  rap- 
porte la  caractéristique  A,^,  on  verra  les  rapports 


converger  respectivement  vers  les  limites 

d^^  s ,       r/^  (J^  s. 

Donc,  en  passant  aux  limites,  on  trouvera 

(3)  d^ds  =   d,^d,s. 

Ajoutons  que,  si  la  caractéristique  d^^  indique  une  différentielle  partielle 
relative  à  une  seule  variable,  et  se  réduit  par  exemple  à  c^^,  on  pourra  aussi 
la  réduire  à  D^  en  prenant  dx  pour  unité.  Gela  posé,  comme  la  formule  (2) 
continue  de  subsister  quand  on  y  remplace  la  caractéristique  A,,  par  lune 
(juelconque  des  suivantes 

^^^^\^^n■■■.        A,,  A,,  A,,..., 
et  la  caractéristique  d^  par  l'une  quelconque  des  suivantes 

il  est  clair  que  la  formule  (3)  continuera  de  subsister  si  l'on  y  remplace  les 
caractéristiques  d^ ,  d^^  par  deux  quelconques  des  caractéristiques 

d,d,,d^^,d,^,,.  ..,     d^,d^,d,,...,     D^,  D^,  T),,...  . 

En  résumé,  les  formules  (i),  (2),  (3)  et  autres  semblables  entraînent  la 
proposition  suivante. 

i^-^  Théorème.  Supposons  qu'une  fonction  s  de  plusieurs  variables  soit 
successivement  soumise  à  diverses  opérations  dont  chacune,  ayant  pour  but 
de  fournir  un  accroissement  total  ou  partiel,  une  différentielle  totale  ou  par- 
tielle ,  ou  même  une  dérivée  partielle  ,  se  trouve  indiquée  par  l'une  des  carac- 
téristiques 

A,  A,  A,^,A„„...,       A,,A_„A„..., 
d,  d^,  d^^,  «^,„,-..,       4,  4,4,..., 
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f/expression  qui  résultera  de  ces  opérations  diverses  offrira  une  valeur  indé- 
pendante de  l'ordre  dans  lequel  se  succéderont  ces  mêmes  opérations,  et  par 
conséquent  les  caractéristiques  qui  serviront  à  les  indiquer.  On  pourra  donc, 
sans  altérer  cette  valeur,  intervertir  arbitrairement  Tordre  dans  lequel  les 
diverses  lettres  caractéristiques  se  trouveront  rangées,  comme  si  le  système 
de  ces  lettres,  écrites  à  la  suite  les  unes  des  autres,  représentait  un  véritable 
produit. 

Corollaire  i^'.  Il  suit  des  formules  (8)  et  (9)  du  §  II,  que  le  théorème  '^ 
doit  être  étendu  au  cas  même  où  lune  des  caractéristiques,  cessant  d'indiquer 
un  accroissement  ou  une  différentielle,  représenterait  un  coefficient  con- 
stant. 

Corollaire  2^.  Le  S*"  théorème,  et  même  l'équation  (i5),  comprennent 
comme  cas  particulier  la  formule 

(4)  d^dyS   =   cl^.cl,s, 
de  laquelle  on  tire  immédiatement  la  suivante 

(5)  D^D^^  =  D^D^i^, 

en  considérant  les  variables  Jc  ^j  comme  indépendantes  et  réduisant  les  diffé- 
rentielles dx  ou  dj  de  chacune  d'elles  à  l'unité.  Au  reste  ,  la  formule  (5)  pour- 
rait être  démontrée  directement  comme  il  suit  : 

Corollaire  ?f.  Concevons  que,  s  étant  une  fonction  de  deux  variables  x^y. 
on  attribue  à  ces  variables  des  accroissements  infiniment  petits 

ù^x  =  a  ,        A/  =  o , 

indépendants  l'un  de  l'autre  et  de  ces  variables  mêmes.  On  aura  d'abord 

et  par  suite 

Ai  A^  >y    A^  Ai  s 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  à  la  formule  (8)  du  §  II , 

a  -     ^n«    j' 

puis  on  en  conclura ,  en  faisant  converger  a  =  ù^x  vers  la  limite  zéro , 

D^  A^  ^  =  A^  D^  s. 

5. 
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Si  maintenant  on  divise  par  ê  les  deux  membres  de  la  dernière  équation,  l'on 
trouvera 

ou,  ce  qui  revient  au  même ,  eu  égard  à  la  formule  (9)  du  §  Il , 

puis  on  en  conclura ,  en  faisant  converger  §  =  AyS  vers  la  limite  zéro , 

§  V.  —   Su7'  Vanalyac  des  caractéristiques. 

Les  lettres  que  l'on  emploie  dans  la  haute  analyse  sont  de  deux  espèces. 
Les  unes  servent  à  représenter  des  quantités  constantes  ou  variables,  ou  des 
expressions  imaginaires;  les  autres  à  indiquer  des  opérations  diverses,  et  dans 
ce  dernier  cas  elles  se  nomment  ordinairement  caractéristiques.  Ici  en  particu- 
lier nous  désignerons  sous  le  nom  de  caractéristiques  différentieUes\e?>  lettres 

A,  A  ,  A,^,  A,,,,...,     A^,  A^.,  A^,..., 

d,  r/,    ûf,,  <:/„,...,     d^^  dy.,  ^^V5 

D^,  D^,  D^,.., 

employées  dans  les  paragraphes  précédents  pour  représenter  diverses  opé- 
rations dont  chacune  a  pour  but  de  fournir  un  accroissement  total  ou  par- 
tiel ,  une  différentielle  totale  ou  partielle ,  ou  bien  encore  une  dérivée  partielle 
d'une  fonction  donnée.  De  telles  opérations  peuvent  se  succéder  les  unes  aux 
autres  en  nombre  quelconque,  et  nous  avons  déjà  observé  qu'alors  le  ré- 
sultat définitif  est  indépendant  de  l'ordre  dans  lequel  ces  opérations  s'effec- 
tuent, par  conséquent  de  l'ordre  dans  lequel  sont  rangées  les  caractéristiques 
qui  les  indi(pieut.  Or,  de  même  qu'il  est  souvent  utile  de  remplacer  par  une 
seule  lettre  une  expression  coujposée  qui  renfermait  plusieurs  lettres  propres 
à  représenter  certaines  quantités  constantes  ou  variables,  de  même,  pour  sim- 
plifier les  calculs,  il  peut  être  souvent  utile  de  remplacer,  soit  par  une  seule 
lettre,  soit  du  moins  par  un  seul  signe  ou  caractère  spécial,  le  système  de 
plusieurs  opérations  indiquées  par  diverses  caractéristiques.  Nous  ajouterons 
qu'il  pai-aît  convenable  d'affecter  à  cet  emploi  un  caractère  nouveau  plutôt 
qu'une  lettie,afin  de  ne  pas  augraenterle  nombre  de  celles  qui  ont  été  enlevées 
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à  l'analyse  algébrique,  et  qui  représentent,  dans  la  haute  analyse,  non  dv. 
simples  quantités,  mais  des  opérations  de  diverses  natures.  C'est  pour  ee  mo- 
tif que  divers  auteurs,  entre  autres  MM.  Laplace  et  Brisson,  ont  employé, 
dans  des  cas  semblables,  deux  caractères  empruntés  à  la  géométrie,  savoir, 
le  triangle  et  le  carré,  en  ayant  soin  de  renverser  le  triangle  ,  de  manière  qu'il 
ne  puisse  être  confondu  avec  un  A.  Nous  suivrons  ici  cet  exemple ,  comme 
nous  l'avons  déjà  fait  en  diverses  circonstances;  et  nous  représenterons  en 
particulier  par  l'un  des  caractères 

V,   V,,  V,,,...,     V,   V",.  .., 

le  "système  de  plusieurs  opérations  qu'indiqueraient,  si  elles  étaient  écrites 
à  la  suite  l'une  de  l'autre ,  deux  ou  plusieurs  des  caractéristiques  ci-dessus 
mentionnées 

A,  A,,  A,,,  A,,,,...,     A^,  A_^,  A^,..., 

d,  fJ^,  d^.,  ^,„,...,     d^,  dy,  i/^,..., 

D.,  D^,  D...... 

Gela  posé,  si,  pour  fixer  les  idées  ,  on  prend 

(i)  V=D,D^, 

on  aura,  en  nommant  s  une  fonction  quelconque  de  x,  j, 

(2)  Vs  =  D^T)yS. 
Pareillement  si  Ion  prend 

(3)  V  =d^dyd,, 
on  aura 

(4)  Vs  =  d^^dyd^s; 

«'te...  D'ailleurs,  suivant  l'observation  ci-dessus  rappelée,  on  pourra,  dans  les 
formules  (2),  (4) ,  etc. ,  et  par  suite  aussi  dans  les  formules  (i),  (3),  etc.,  in- 
tervertir arbitrairement  l'ordre  dans  lequel  seront  rangées  les  diverses  carac- 
téristiques, comme  si  les  expressions 

Dj-D^,  d^dydz,  etc.. 

étaient  de  véritables  produits.  Pour  conserver  le  souvenir  de  cette  analogie  , 
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nous  appellerons  les  expressions  i 

D^D^.,  d^dydi^  etc., 

et  autres  semblables,  des  produits  de  caractéristiques.  Les  facteurs  de  ces 
produits  seront  les  caractéristiques  elles-mêmes  que  l'on  pourra  échanger 
entre  elles  dans  chaque  produit,  en  sorte  qu'on  aura  par  exemple ,  en  vertu 
de  la  formule  (i), 

V  =  D.D,  =  D^D,; 
«m  vertu  de  la  formule  (3), 

V  =  d^dyd,  =.  d^d.d^  =  dj,d^ 
=  dxd^dy  =  d^d^d^  =  d^d^d^, 

etc....  Il  suit  d'ailleurs  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  a*'  paragraphe  (3^  théorème, 
corollaire  i"),  que  l'on  peut  sans  inconvénient ,  dans  de  semblables  produits, 
et  par  conséquent  dans  les  expressions  que  représenteront  les  notations 

remplacer  une  ou  plusieurs  caractéristiques  par  des  coefficients  constants. 

Supposons  maintenant  qu'il   s'agisse  de  combiner  entre  elles,  par  voie 
d'addition ,  plusieurs  expressions  de  la  forme 

Le  résultat  de  cette  addition  sera  la  somme 

V^'  +  V,>ç  +  V^^.ç  H-  .... 

Mais,  pour  simplifier  les  notations,  nous  nous  bornerons  à  écrire  une  seule 
fois  la  lettre  .y  à  la  suite  de  l'expression 


et  en  conséquence  nous  conviendrons  de  représenter  la  somme  dont  il  s'agit 
par  la  formule 

(V  +  V,  -4-  V,^-h...)j. 

Cette  convention  nouvelle  fournit  un  moyen  d'abréger  les  formules.  Elle  per- 
met, par  exemple,  de  réduire  l'équation  (22)  du  §  II,  savoir, 

(5)  ds  =  d^s -h  d^s -h  dgS +..., 


(  39  ) 
à  la  forme  plus  simple 

(6)  ds  —  [d^-^  dy-h  d^-h...)  s. 

Il  y  a  plus  :  la  formule  (6)  devant  subsister  quelle  que  soit  la  fonction  repré- 
sentée par  la  lettre  j^,  on  l'abrégera  encore  en  effaçant  cette  lettre,  et  alors 
on  trouvera 

(7)  d=d^-h  dj.-h  d^-h  ... . 
Les  expressions  de  la  forme 

d^  +  dy  -f-  d^  +..., 
ou  plus  généralement  de  la  forme 

V  -4-  V,  +  V,^  +  ..., 

devront  être  naturellement  appelées  des  sommes  de  caractéristiques.  I^ors- 
qu  une  semblable  somme  se  réduit  d'elle-même ,  comme  on  le  voit  dans  la 
formule  (7),  à  une  seule  caractéristique,  on  peut  profiter  de  cette  réduction 
pour  simplifier  le  calcul.  Dans  le  cas  contraire,  on  parvient  au  même  but  en 
se  servant  d'un  caractère  nouveau  pour  représenter  une  telle  somme.  Nous 
supposerons  ici  que  l'on  affecte  à  cet  emploi  l'un  des  caractères 

D,  D,,  D,,,...,     D',  n",.... 
Gela  posé,  lorsque  nous  prendrons  pour  exemple 

(8)  n=  V  +  V,  +  v,^+..., 

la  formule  (8)  sera  une  formule  symbolique  dont  nous  nous  servirons  pour 
exprimer  que  le  sens  de  la  notation  Us  se  trouvera  défini,  quelle  que  soit  la 
fonction  s ,  par  l'équation 

(9)  n^  =  v^  +  v,^  +  v,^j +.... 

Les  nouveaux  caractères 

V,  V,,  V,^,...,     V,  V",..., 

n,  D,,  D,,. ..,    a',  D",..., 

destinés  à  représenter  ou  des   produits  formés    avec   les   caractéristiques 


(4o) 

simples 

A,  A,,  A,,,  A„,,...,     A^,  A^,  A,,..., 

d^   d^^  d^,  '^,„vî     ^x->  (^y>  dz ■,'•'■> 

ou  des  sommes  de  semblables  produits,  sont  ce  que  nous  pouvons  appeler  des 
caractéristiques  composées .  Les  propriétés  de  ces  nouvelles  caractéristiques  se 
déduisent  aisément  des  principes  établis  dans  les  précédents  paragraphes. 
Ainsi,  en  particulier,  puisque  les  formules  (4),  (5)  du  §  ï"  s'étendent  au  cas 
même  où  Ion  remplace  les  accroissements  totaux  par  des  accroissements  par- 
tiels, ou  les  différentielles  totales  par  des  différentielles  partielles,  il  est  clair 
qu'en  désignant  par  u^  v^  cv,...  des  fonctions  quelconques,  on  aura  non-seu- 
lement 

d^  (u  -h  i^  -h  w  -h...)  =  du  +  dy  +  d^w  -f-..., 


<i^  (m  +  (^  +  îv  4- . 

••) 

= 

-  d^u  +  dy  +  d^^ 

cv  +... 

etc.. 

., 

mais 

encore 

ddj^u 

+  v-^w  +.. 

■) 

== 

d^  [d^u  +  dy  + 

d^iv  -j- 

= 

d du  H-  ddv  +  ddw 

et  que  l'on  trouvera  généralement  de  la  même  manière 

(lo)  ddd^^^...  (m  H-(^+w4-.,.)  =  d^  d^d^^^...u  -^-dd^d^^^...v  +  dd^d^^^...w-\-eic. 

Il  y  a  plus:  on  pourra,  dans  la  dernière  équation  ,  remplacer  chacune  des 
caractéristiques  par  l'une  quelconque  des  caractéristiques  simples  dont  nous 
nous  servons  pour  indiquer  des  accroissements,  des  différentielles  ou  des  dé- 
rivées ;  ou  même  par  un  coefficient  constant.  Donc  ,  dans  la  formule  (lo)  on 
pourra  au  produit  dd^^d^^^...  substituer  l'un  quelconque  de  ceux  que  peut  re- 
présenter la  caractéristique  composée  V,  et  l'on  aura  généralement 

(ri)  V  (ïz  +  p -I- w +...)  =r  Vw  +  Vp  4- Vw +.... 

Ce  n'est  pas  tout  ;  comme ,  en  vertu  des  conventions  adoptées ,  on  aura  géné- 
ralement 

(12)  (^   +  V,  +  V,^  -h...)  J=:Vj-t-V,^4-V,,^-+-..., 

il  est  clair  que  si  l'on  pose 

(13)  s  =  U-^  S}  ->r  W  -\-...^ 


(  4i  ) 

on  tirera  des  formules  (i  i)  et  (12) 

rV-i-V,  +V,^  +  ...)  s  =:Vn  +V,^/.  -+-V„?i  -j... 
-hVi^  _i-V,c'  +V,^('  n--... 
_^Vî'y-i-V,w  + V,^Tv-+  .... 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  à  la  formule  ([2) , 

+  (V^-V,-hV„  +  ...Mv 
+  etc. 
Donc  ,  en  supposant  pour  abréger 

on  aura 

(i4)  n-y  =  n?^  +  D^  H- nw +  ..., 

ou ,  en  d'autres  termes , 

(i5)  a(u-^if-^w  +...)  =  c\u  +n^  +  nw -+-.... 

Les  formules  (i  i)  et  (1 5) ,  qui  sont  semblables  aux  formules  (4) ,  (5  ;  du  §  II , 
entraîneront  évidemment  la  proposition  suivante. 

i''''  Théorème.  I^e  résultat  que  produit  l'application  d'une  caractéristique 
simple  ou  composée  à  la  somme  de  plusieurs  termes  ne  diffère  pas  de  celui 
qu'on  obtiendrait  en  appliquant  successivement  la  même  caractéristique 
aux  divers  termes  dont  il  s'agit. 

Supposons  maintenant  qu'à  une  expression  de  la  forme 

on  veuille  appliquer  une  nouvelle  caractéristique  composée  V,.  Il  est  clair 
que,  dans  l'expression  nouvelle 

ainsi  obtenue  ,  la  partie  indépendante  de  ^,  savoir, 

représentera  tout  à  la  fois  un  produit  de  caractéristiques  simples  et  ce  qu'on 
peut  appeler  \e produit  des  caractéristiques  composées  V,,  V^ .  Or,  l'ordre  dans 
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lequel  se  succèdent  les  facteurs  du  premier  produit  pouvant  être  interverti 
arbitrairement,  il  en  résulte  que,  dans  le  second  produit,  on  pourra  échan- 
ger entre  elles  les  caractéristiques  composées  V,,  V,.  On  aura  donc  généra- 
lement 

(i6)  V,^V,.y  =  V,V,^^. 

Il  y  a  plus:  si  l'on  pose 

et 

on  trouvera  non-seulement 

mais  encore ,  eu  égard  à  la  formule  (i4), 

D'Ds  =  D'V^  4-  □' V,^  +  n"^ „s  +.... 
D'autre  part,  eu  égard  à  la  formule  (9),  on  aura 

n'V.y    =V'Vs    +V"V^    +..., 

etc.. 
Donc  on  trouvera  définitivement 


(  nn' 

's=Ws 

+  V'V, 

,s  -+-\ 

'V^^s 

(>7) 

i 

-+-  etc.. 

+  V"V' 

,.ç-+-V 

"V^^s 

On  trouvera 

de 

même 

/  n^ 

,S-=:VV'^ 

+  V  V', 

y+V,, 

V's  - 

(18) 

+  VV".ç-+-V  V". 

s-^vl 

V"S  H 

+  etc... 

Donc,  eu  égard  à  la  formule  (16),  on  aura  généralement 

(19)  n'a^  =  nn'^. 

Les  formules  (16) ,  (1 8),  qui  sont  semblables  aux  formules  (i  3; ,  (r4;,  ^i  5)  du 
§  P%  entraînent  évidemment  la  proposition  suivante. 


(43) 

2''  Théorème.  Le  résultat  que  produit  rapplicatiori  simultanée  de  deux 
caractéristiques  différentielles,  simples  ou  composées,  à  une  fonction  quel- 
conque i",  est  indépendant  de  l'ordre  dans  lequel  se  trouvent  rangées  ces 
mêmes  caractéristiques. 

Corollaire.  Si  l'on  efface  la  lettre  s  dans  les  deux  membres  de  la  formule 
(19),  on  obtiendra  la  suivante 

(20)  •  D' n  =  n  n'. 

En  vertu  de  cette  dernière,  l'expression  D'  Q,  qui  représente  le  produit  de 
deux  caractéristiques  composées,  sera,  comme  tout  produit  de  deux  fac- 
teurs, indépendant  de  l'ordre  dans  lequel  ces  mêmes  facteurs  se  trouveront 
écrits. 

Concevons  maintenant  que  l'on  applique  simultanément  à  une  fonction 
quelconque  s  diverses  caractéristiques  simples  ou  composées.  On  pourra, 
sans  altérer  la  valeur  de  l'expression  ainsi  obtenue,  échanger  entre  elles  deux 
quelconques  de  ces  caractéristiques,  et,  à  laide  de  semblables  échanges  plu- 
sieurs fois  répétés,  on  pourra  évidemment  amener  à  la  première  ,  à  la  se- 
conde, à  la  troisième  place,...  telle  caractéristique  que  l'on  voudra.  Donc,  l'ex- 
pression obtenue  offrira  une  valeur  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  ou 
rangera  les  diverses  caractéristiques,  et  l'on  pourra  énoncer  la  proposition 
suivante. 

3"  Théorème.  Le  résultat  que  produit  l'application  simultanée  de  plusieurs 
caractéristiques  différentielles,  simples  ou  composées,  à  une  fonction  quel- 
conque i',  offre  une  valeur  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  ces  mêmes 
caractéristiques  se  trouvent  rangées. 

Corollaire.  En  vertu  du  4''  théorème,  une  expression  de  la  forme 


offrira  toujours  une  valeur  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  se  succéde- 
ront les  caractéristiques  G?  [j,,  D^v,  et  par  suite  Xa produit  de  ces  caracté- 
ristiques, c'est-à-dire  l'expression 


sera,  comme  un  produit  de  quantités  véritables,  indépendant  de  l'ordre  dans 
lequel  ses  divers  facteurs  se  trouveront  écrits. 

Lorsqu'on  efface  la  lettre  s  dans  les  deux  membres  de  la  formule  (18), 

6. 


(  44  ) 

cette  fonuLile,  (|ui  suppose 

Q  =  V  +  V,  -h  V,^  +...,       D'  =  V'  +  V"  -h.  .., 
se  réduit  simplement  à 

3  □'  =  VV  +  V,  V  +  V,^  ?'+... 

On  aui-a  donc  généralement 

+  ••• 

non-seulement  lorsque  les  lettres 

V,  V,,  V,^,...,        V,  V",... 

représenteront  des  quantités  véritables,  mais  aussi  lorsqu'elles  représente- 
ront des  produits  de  caractéristiques.  Au  reste,  la  formule  {10)  est  une  con- 
séquence immédiate  des  deux  formules 

fV    _,__  V,  +  V,^  +  ..  .)  V'5  =  Wi--!- V,  V'^'  +  V,^  V'.y -4- ..  ., 
sj'(\7  ^^  V,  +  V^^4-  ...)s       =  V  V  5  +  V'V,  .ç  +  V  '  V  ,,i'  •-;-  . . . , 

qui  se  tirent  immédiatement,  la  première  de  Téquation  (12),  la  seconde 
des  formules  (i  i),  (12),  et  qui  se  réduisent,  quand  on  efface  la  lettre  s,  aux 
deux  suivant(^s 

^^^^        i   V'^V  ---!- V,  + V„  +-  ...)   =  V'V+  ?'V,  +  V' V,,^-.,.. 
Observons  d'ailleurs  qu'une  expression  de  la  forme 

□  .+  G,  +  D„  +  ..., 

se  réduisant,  en  dernière  analyse,  à  une  somme  de  produits  de  caractéris- 
tiques simples,  n'offre  rien  de  plus  général  qu'une  expression  de  la  forme 

V  -1-  v^  +  V,,  +  .... 

Ceia  posé,  comme  les  produits  de  caractéristiques  simples  renfermés  dans  le 


'       (  45  ) 

développement  de  l'expression 

(D  +  □,  +  D„  -H  ■■•)(□'  +  ~^"  +  •  •  ■  ) 

seront  précisément  ceux  qu'on  obtiendra  en  développant  les  expressions  di- 
verses 

nn',  n, □',  a„D',..., 
n  a",  D,  D",  n,  □",  • .  • , 

il  est  clair  que  la  formule  (21)  entraînera  encore  la  suivante 

{^y)    (D  +  D,  +  D,,  +  .  • .)  (n'  -I-  n"  4- . . . )  =  n'j'  +  n, □'  +  d,, □'  -4-. . . 

+ . . . 

En  conséquence,  on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante  : 

/j''  Théorème.  Si  l'on  multiplie  l'une  par  l'autre  deux  sommes  de  caracté- 
ristiques différentielles  simples  ou  composées,  le  produit  de  ces  deux  sommes 
sera  la  somme  des  produits  partiels  qu'on  obtiendra  en  multipliant  successi- 
vement les  divers  termes  de  la  première  somme  par  les  divers  termes  de  la 
seconde.  Il  se  calculera  donc  de  la  même  manière  que  si  les  divers  termes 
compris  dans  les  deux  sommes  représentaient  de  véritables  quantités. 

Corollaire.  Après  s'être  servi  du  théorème  précédent  pour  obtenir  le  pro- 
duit de  deux  sommes  de  caractéristiques  multipliées  Tune  par  l'autre,  ou 
peut  s'en  servir  encore  pour  obtenir  des  résultats  auxquels  on  parviendrait 
en  multipliant  d'abord  ce  produit  par  une  troisième  somme,  puis  le  produit 
des  trois  sommes  par  une  quatrième,  et  ainsi  de  suite.  En  opérant  de  cette  ma- 
nière ,  on  obtiendra  successivement  diverses  formules  qui  seront  toutes  four- 
nies par  le  théorème  suivant. 

5*"  Théoi'ème.  Si  l'on  multiplie  l'une  par  l'autre  plusieurs  sommes  de  carac- 
téristiques différentielles  simples  ou  composées,  le  produit  de  ces  sommes 
sera  la  somme  des  produits  partiels  qu'on  pourra  former  en  multipliant  un 
terme  quelconque  de  la  première  somme,  par  un  terme  quelconque  de  la 
seconde,  par  un  terme  quelconque  de  la  troisième,  etc.  Le  produit  cherché 
pourra  donc  se  calculer,  comme  si  les  divers  termes  des  sommes  proposées 
représentaient  de  véritables  quantités. 

Corollaire  i*'''.  Si  les  différentes  sommes,  étant  au  nombre  de  /z,  deve- 
naient toutes  pareilles  l'une  à  l'autre,  le  5^  théorème  fournirait  le  dévelop- 


(  46  )  : 

pement  d'une  expression  de  la  forme 

(n  +  n, +  D,-f-...)"- 

Si  chaque  somme  renferme  deux  termes  seulement,  l'expression  dont  il  s'agit 
sera  réduite  à 

(D  4-  n,)'S 

et  l'on  trouvera 

(24)        (n  +  n,)"=D"-+--n"-'n,+  ^^^^=^^n"-^n'-+-...  +  D". 
1         '1.2  '  ' 

On  peut  aisément ,  de  cette  dernière  formule  ,  déduire ,  comme  on  va  le  voir, 
diverses  formules  générales  que  présentent  le  calcul  des  différences  finies  et 
le  calcul  différentiel. 

Corollaire  i®^  Soient  s  une  fonction  de  x,  et  ^s  l'accroissement  de  s  cor- 
respondant à  l'accroissement  ^x  de  la  variable  x.  Posons  d'ailleurs 

(25)  Q^ï   +   A, 

en  sorte  qu'on  ait 

(26)  us~s-^^s. 

La  notation 

représentera  évidemment  ce  que  devient  s  quand  on  fait  croître  œ  àc  ^œ;  et 
par  suite  les  notations 


représenteront  ce  que  devient  s  quand  on  fait  croître  une  ou  plusieurs  fois 
de  suite  x  àe  Ù^x ,  c'est-à-dire,  en  d  autres  termes,  quand  on  attribue  à  œ 
les  accroissements 

Ax ,  9.  Ao: ,   3  A.r , 

Donc ,  en  général ,  D"  s  sera  ce  que  devient  s  quand  on  fait  croître  x  de  n  Ax. 
D'ailleurs,  on  tirera  de  la  formule  (2 5)  non-seulement 

(27)  A  =  C  -  I , 

mais  aussi 

□«  =  (i  +A)«,      A«  =  (n  -  i)«, 


(47  ) 
et  par  suite ,  eu  égard  à  la  formule  [i[\) , 

(28)  n"  =  I  +  -  A  H ^- — ^  A^'  4-  . , .  +  A", 

^        '  12 

(20)  A"  =  n"  —  n"~  H — ^ a"~^  +  . . .  rt  1 . 

^  ^'  I  1.2 

On  aura  donc 

/ON  „  «   »  n  in  —  I  )    *  a  *  77 

3o)  a"^  =  ^  +  -A^H ^ ^'-  A=^^  +■.  .  .  +  A"j', 

^     ^  1  1.2 


et 


M--0^«-. 


(3i)  A«  i'  =  a"  ^  -  Y  °""'  "^  "+"      TT"^  °"~'  "^  -  •  =  •  -  •^• 

Corollaire  2®.  Supposons  maintenant  que  ^  représente  une  fonction  de 
deux  variables  oc^j.  On  aura  généralement 

(32)  ds  =  d^s  +  d^.s, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

ds  =z  i^d^  4-  dy)s. 

En  effaçant  s  dans  les  deux  membres  de  cette  dernière  formule,  on  trouvera 

(33)  d  —  d^  -\-  dy^ 

et  par  suite 

d"  =  {d^^  dyY; 

puis  on  en  conclura,  eu  égard  à  la  formule  (24), 

34)  d''  =  r/"  +  -  d^^      H ^ ^  rf"      dy  -+-  ...  -f-  <i^ 

'^     ^^  I  1.2  -^ 

On  aura  donc  généralement 

(35)  d"s=:d"^s  +  '^dT''  dys  +  "-^^^^  d%-'  dl  s  +  ...4-  ^^.■. 

Corollaire  3^.  Supposons 

(36)  ^  =  uv, 

u  et  if  étant  des  fonctions  quelconques  d'autres  variables  qui  peuvent  n  être 
que  les  mêmes  dans  u  et  dans  v.  Désignons,  à  l'aide  de  la  caractéristique  d^ , 


(  48  ) 
une  différentiation  partielle  opérée  comme  si  u  seul  variait,  et  à  l'aide  de  la 
caractéristique  d^^  une  différentiation  partielle  opérée  comme  si  \>  seul  variait. 
On  aura 

(37)  lis  =  d^s  ■=■  d^^  s, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

ds  =  (<:/  +  d^^s. 

En  effaçant  s  dans  les  deux  membres  de  cette  dernière  formule  ,  on  trouvera 

d  =  d,-^d,^, 
et  par  suite 

d"  —  [d^  -f-  dj)'\ 

puis  on  en  conclura,  eu  égard  à  la  formule  (24)7 

(38;      d'^  =---  d';  +  -  dr'  d,  +  '^'-i- il d"r' d'  -+-...-+-  d". 

V         /  '  I  '  "  1.2'" 

On  aura  donc  généralement 

(3q)     d"  s  =  d''  s  +  -  d"~^  ds  +  "-^~^y  ^«-^2  ^p  ^  -h  .  .  .  +  d"s. 

D'autre  part,  en  faisant  varier  dans  s  le  seul  facteur  u^  on  tirera  successive- 
ment de  la  formule  (36) 

d^  s  =  vd^  u,     d'^  s  —  ç  d^  u,      d^  s  =  v  d]  w,  etc. , 

et  généralement 

(4t>)  d ^s  =  V d^^  w, 

/  étant  un  nombre  entier  quelconque  ;  puis,  en  faisant  varier  le  seul  facteur  t^, 
on  tirera  successivement  de  la  formule  (4o) 

d,^d\s  =.d,,v,d\u,       dld\s=:  dy.dUhetc, 

et  généralement 

(4i)  d':^dis  =  d':v.d\u. 
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Il  y  a  plus,  comme  on  aura  ideutiquement 

d'^  V  =  d'"  i^,      dj  u  =  d^  11^ 

la  formule  (/ji)  pourra  être  réduite  à 

(42)  d'!^  d',s  =  d'^^'.d'u. 

Donc,  en  remplaçant  s  par  le  produit  uv  dans  1  équation  (89),  on  trouvera 

(43)  d"  {ui>)  =  i'd"u+-  dvd"~^ u  +  ^-^ '^~^ ^  -  d'^  ^>d"~'^  U-V-...+  u d"  ç. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  de  la  formule  (43)  semble , 
au  premier  abord,  n'être  applicable  qu'au  cas  où  les  variables  desquelles  dé- 
pend le  facteur  i^  sont  distinctes  des  variables  desquelles  dépend  le  facteur  ç^; 
en  sorte  que  les  caractéristiques  d^,  d^^  indiquent  des  différentiations  rela- 
tives à  deux  groupes  de  variables  distincts  l'un  de  l'autre.  Toutefois  la  for- 
mule (43)  s'étend  au  cas  même  où  plusieurs  variables 

x,  j,  z,... 

seraient  communes  aux  deux  groupes;  et,  pour  rendre  notre  démonstration 
applicable  à  ce  dernier  cas,  il  suffit  de  concevoir  que  l'on  range,  parmi  les 
opérations  indiquées  à  l'aide  de  la  caractéristique  d^,  les  différentiations  rela- 
tives aux  a- ,  jr,  z , . . .  qui  se  trouvent  compris  dans  le  facteur  u  ou  qui  en  pro- 
viennent, et,  parmi  les  opérations  indiquées  à  l'aide  de  la  caractéristique  d^^, 
les  différentiations  relatives  aux  JC,^,  z, .. .  qui  se  trouvent  compris  dans  le 
facteur  p»  ou  qui  en  proviennent. 

Dans  le  cas  particulier  où  u  est  fonction  d'une  seule  variable  ^,  et  i^  fonc- 
tion d'une  seule  variable^,  l'équation  (43)  peut  être  déduite  directement  de 
l'équation  (35). 


Ex.  d'An,  ei  de  Ph.  math..  T.  III.  (26^  livr.) 
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MÉMOIRE 

SUR    LE 

CALCUL  DES  YARIATIONS. 


PRÉLIMINAIRES.  —  Consitlcrattons  générales. 

Les  premiers  géomètres  qui  se  sont  occupés  des  problèmes  dont  les  solu- 
tions se  tirent  aujourd'hui  du  calcul  des  variations,  ont  été  conduits  à  exa- 
miner ce  qui  se  passe  quand  on  fait  varier  infiniment  peu,  non-seulement 
diverses  quantités,  et  les  fonctions  qui  en  dépendent,  mais  encore  les  formes 
mêmes  de  ces  fonctions.  Ainsi,  en  particulier,  dans  le  bel  ouvrage  qui  a  pour 
titre  :  Meiliodus  uwemendl  lineas  curvas  maximi  minimive  proprietate  gaii- 
denteSj  Euler  a  considéré  les  accroissements"  infiniment  petits  que  prennent 
diverses  fonctions  d'une  abscisse  variable,  par  exemple,  l'ordonnée  d'une 
courbe  elles  dérivées  de  cette  ordonnée,  quand  le  point  avec  lequel  coïncide 
l'extrémité  de  l'ordonnée  se  trouve  remplacé,  non  par  un  second  point  de  la 
même  courbe,  très-voisin  du  premier  et  correspondant  à  une  nouvelle 
abscisse ,  mais  par  un  point  correspondant  à  la  même  abscisse  et  situé  sur  une 
seconde  courbe  très-voisine  de  la  première.  Ces  accroissements  infiniment 
petits  d'une  nouvelle  espèce,  distincts,  sous  un  certain  point  de  vue,  de  ceux 
f[ue  Leibnitz  avait  désignés  sous  le  nom  de  différentielles^  devaient  être  natu- 
rellement considérés  comme  le  résultat  d'un  nouveau  genre  de  différentiation. 
Aussi  ont-ils  été  nommés  par  Euler  des  différentielles  d'un  nouveau  genre 
{MethoduSy  p.  27).  Euler  a  d'ailleurs  reconnu  combien  il  importait  de  ne  pas 
représenter  simultanément,  à  l'aide  de  la  même  notation,  les  nouvelles  dif- 
férentielles et  les  différentielles  ordinaires,  avec  lesquelles  on  pourrait  aisé- 
ment les  confondre;  et,  pour  éviter  cette  confusion,  il  a  imaginé  d'exprimer 
les  différentielles  ordinaires,  considérées  comme  des  accroissements  infini- 
ment petits,  à  laide  de  valeurs  consécutives  des  variables  et  des  fonctions, 
il  eût  été  plus  simple  de  représenter,  à  l'aide  d'une  nouvelle  notation    les 
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nouvelles  différentielles;  et,  si  Euler  eût  pris  ce  dernier  parti,  il  serait  immé- 
diatement arrivé  au  calcul  des  variations  de  notre  illustre  Lagrange. 

En  réalité ,  les  variations  de  Lagrange  étaient  primitivement  ce  que  de- 
viennent les  différentielles  de  Leibnitz,  c'est-à-dire  les  accroissements  infi- 
niment petits  des  variables  et  des  fonctions,  quand  on  suppose  ces  accroisse- 
ments produits  non-seulement  parle  changement  de  valeur  des  variables, 
mais  aussi  parle  changement  de  forme  des  fonctions  diverses.  Mais,  après 
avoir  cherché  à  écarter  du  calcul  différentiel  la  notion  des  quantités  infi- 
niment petites,  Lagrange  ne  pouvait  vouloir  la  conserver  dans  le  calcul  des 
variations.  Aussi,  dans  la  Théorie  des  fonctions  analytiques  ^  les  variations  se 
présentent-elles,  non  plus  comme  des  accroissements  infiniment  petits  simul- 
tanément attribués  aux  variables  ou  fonctions  proposées,  mais  comme  des 
dérivées  relatives  à  une  nouvelle  variable  généralement  distincte  de  toutes  les 
autres. 

Euler,  qui  a  lui-même  accueilli  avec  empressement  le  calcul  des  varia- 
tions, considérait  les  variations  non  comme  des  dérivées,  mais  comme  des 
différentielles  relatives  à  une  nouvelle  variable  indépendante  qui  peut  être 
censée  représenter  le  temps. 

Sans  exclure  ce  point  de  vue,  nous  donnerons  pour  les  variations  une  dé- 
finition analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée  pour  les  différentielles  dans 
le  précédent  Mémoire;  et,  lorsque  plusieurs  quantités  et  jonctions  ^pourront 
changer  simultanément  de  valeurs  et  de  forme  y  leurs  variations  seront  ^ 
pour  nous ,  de  nouvelles  variables  et  de  nouvelles  fonctions  dont  les  rapports 
seront  égaux  aux  limites  des  rapports  entre  les  accroissements  infiniment 
petits  des  variables  et  des  fonctions  proposées. 

Cette  définition ,  que  j'ai  proposée  aux  géomètres  dans  le  Mémoire  sur  les 
méthodes  analytiques  [voir  le  Recueil  publié  à  Milan,  et  intitulé  :  Biblio- 
theca  italiana],  peut  être  simplifiée  par  la  considération  d'une  variable 
dont  la  variation  serait  l'unité,  et  être  ainsi  réduite  aux  termes  suivants  : 

La  variation  d'une  variable  ou  fonction  quelconque  est  la  limite  du  rap- 
port entre  les  accroissements  infiniment  petits  que  peuvent  acquérir  simul- 
tanément la  variable  ou  la  fonction  dont  il  s'agit  et  une  variable  nouvelle 
dont  la  variation  serait  prise  pour  unité. 

En  vertu  de  cette  dernière  définition,  les  variations  se  réduisent  à  des  dif- 
férentielles prises  par  rapport  à  une  nouvelle  variable,  comme  le  voulait 
Euler.  Seulement  ces  différentielles,  au  lieu  d'être  ou  des  quantités  infini- 
ment petites,  ou  de  véritables  zéros,  offrent  des  valeurs  finies. 
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§  !'■'■.  —  Définitions.  Notations. 

Gomme  je  l'ai  rappelé  dans  le  précédent  Mémoire,  les  différentielles  de 
plusieurs  quantités  variables  dépendantes  ou  indépendantes  les  unes  des 
autres  peuvent  être  définies  de  nouvelles  quantités  dont  les  rapports  sont 
égaux  aux  limites  des  rapports  entre  les  accroissements  simultanés  et  infi- 
niment petits  des  variables  proposées. 

On  peut  donner,  pour  les  variations  des  quantités  et  des  fonctions,  une 
définition  analogue,  comprise  dans  les  termes  suivants  : 

Lorsque  plusieurs  quantités  et  fonctions  changent  simultanément  de  va- 
leurs et  de  formes  y  leurs  variations  se  réduisent  à  de  nouvelles  quantités  et 
à  de  nouvelles  fonctions  dont  les  rapports  sont  égaux  aux  limites  des  rap- 
ports entre  les  accroissements  infiniment  petits  et  correspondants  des  quan- 
tités et  des  fonctions  proposées. 

Ces  définitions,  que  j'ai  données  dans  le  Mémoire  sur  les  méthodes  ana- 
lytiques j  mettent  en  évidence  l'analogie  qui  existe  entre  le  calcul  différen- 
tiel et  le  calcul  des  variations.  Lorsque  les  formes  des  fonctions  proposées 
ne  varient  pas,  les  variations  des  diverses  quantités  que  l'on  considère  se 
réduisent  simplement  à  leurs  différentielles. 

Pour  étendre  les  définitions  précédentes  au  cas  où  les  variables  devien- 
draient imaginaires,  il  suffirait  d'y  remplacer  le  mot  quantité pav  ceux-ci 
expressions  imaginaires^,  attendu  qu'alors  les  variations  elles-mêmes  cesse- 
raient généralement  d'être  réelles. 

Nous  indiquerons,  suivant  l'usage,  les  accroissements  simultanés,  finis  ou 
infiniment  petits,  des  variables  ou  fonctions  proposées,  à  l'aide  de  la  carac- 
téristique A,  et  leurs  variations  à  l'aide  de  la  caractéristique  â.  En  consé- 
quence, si  l'on  nomme 

X,    J,    Z-,...,        M,    V,    W,..  . 

ces  variables  ou  fonctions,  leurs  accroissements  simultanés,  finis  ou  infini- 
ment petits,  seront 

Ajr,  Aj-,  Az, .  . . ,     A«,   A(^,  Aw, . . . , 

tandis  que  les  notations 

âx,  âj,  oV-,...,     au,  âv,  âw,.., 

représenteront   leurs  variations,  c'est-à-dire  des  variables  ou  des  fonctions 
nouvelles  dont  les  rapports  seront  égaux  aux  limites  des  rapports  entre  les 
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accroissements  infiniment  petits 

A:r,  Aj,  Az,...,     Aw,  Ap,  Aiv, 

On  peut  concevoir  que  les  accroissements  infiniment  petits 
Ajr,   Aj,  Az,...,     Aw,  Ai',  Ah',  ..., 
des  variables  ou  fonctions  proposées 

.r,  jr,  z,...,     w,  (^,  tv,. .., 

correspondent  à  l'accroissement  infiniment  petit  At  d'une  seule  variable 
indépendante  t,  comprise  ou  non  comprise  parmi  les  variables  données,  et 
qui  sera  censée,  si  l'on  veut,  représenter  le  temps.  Cela  posé,  soit  s  une 
variable  ou  fonction  distincte  de  t.  En  vertu  des  définitions  adoptées,  le 
rapport  entre  les  variations  as,  ât  sera  la  limite  du  rapport  entre  les  accrois- 
sements infiniment  petits  Ai',  A^ ,  en  sorte  qu'on  aura 

^  m  lim.  —, 
et,  par  suite, 

es  =  c^Him.  ^• 

11  importe  d'observer  que  les  variations  de  plusieurs  quantités  ne  se  trou- 
vent pas  complètement  déterminées  par  la  définition  que  nous  en  avons 
donnée.  Cette  définition ,  lors  même  que  toutes  les  quantités  proposées  se 
réduisent  à  des  fonctions  d'une  seule  variable  indépendante,  fournit  seule- 
ment le  rapport  entre  la  variation  es  d'une  variable  ou  fonction  quelconque  s, 
et  la  variation  ^t  de  la  variable  indépendante  t.  Mais  cette  dernière  varia- 
tion et  demeure  entièrement  arbitraire. 

Lorsque  l'on  compare,  comme  on  vient  de  le  faire,  les  variations  de 
toutes  les  variables  ou  fonctions  proposées  à  la  variation  d'une  seule  variable 
indépendante  /,  un  moyen  de  simplifier  les  calculs  est  de  réduire  cette  va- 
riation qui  reste  arbitraire  à  l'unité.  Ajoutons  que,  si  Ton  pose 


rien  n'empêchera  de  considérer  l'accroissement  i  de  la  variable  indépen- 
dante t  comme  upe  nouvelle  variable  indépendante.  C'est  ce  que  nous  ferons 
désormais,  en  sorte  que  l'accroissement  i  sera  supposé  indépendant  de  la 
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variable  t  et  de  toutes  les  autres.  D'ailleurs,  pour  abréger  le  discours,  nous 
désignerons  la  variable  indépendante  <,  de  laquelle  les  valeurs  des  autres 
variables  ainsi  que  les  formes  des  diverses  fonctions  seront  censées  dé- 
pendre, et  dont  la  variation  sera  réduite  à  l'unité,  sous  le  nom  de  variable 
primitwe.  Gela  posé,  la  variation  d'une  variable  quelconque  s  ne  sera  autre 
chose  que  la  limite  du  rapport  entre  les  accroissements  infiniment  petits  A5 
et  i  de  cette  variable  et  de  la  variable  primitive.  Effectivement ,  de  l'équa- 
tion 

as  :=  ùt  lim.  -, 

jointe  aux  formules 

ùt=  \,     At=i, 
ou  tirera  immédiatement 

(i)  as  =  lim.  ^. 

Concevons,  maintenant,  que  la  quantité  s  dépende  de  plusieurs  variables 
ou  fonctions 

j:,  j',  js, .  .  . ,     M,   i^,  î^, .. .  . 

On  pourra  partager  ces  variables  ou  fonctions  en  divers  groupes  ou  systèmes, 
et  chercher  l'accroissement  que  s  reçoit  quand  on  attribue  des  accroisse- 
ments infiniment  petits 

Ax,  Aj,  Az,...,     Au,  Av,  Aw,... 

à  toutes  les  variables 

JC,    J",    Z  f.  .  .,      U,    V,    w, .. .  , 

ou  seulement  aux  variables  comprises  dans  le  premier  groupe,  dan^  le  se- 
cond, dans  le  troisième,.. . .  En  opérant  ainsi,  on  obtiendra,  dans  le  premier 
cas,   Y  accroissement  total  de  s  que  nous  continuerons  à  exprimer  par  la 

notation 

A^, 

et,  dans  le  second  cas,  un  accroissemenp partiel  de  s,  qui  correspondra  au 
changement  de  valeur  ou  de  forme  des  variables  ou  fonctions  comprises 
dans  un  seul  groupe ,  et  qui  sera  représenté  par  l'une  des  notations 

A^S,     Aj  ,     ^m^-:-  •  •  • 

A  l'accroissement  total  A^  correspondra  la  variation  totale  ùs  déterminée 
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par  la  formule  (i)  ;  et  de  même,  aux  accroissements  partiels 

correspondront  des  variations  partielles 

déterminées  par  des  équations  de  la  forme 
(2)  ù^s  =z  lim.  -^. 

Si  la  quantité  s  était  une  fonction  de 

qui  pût  changer  de  forme,  alors,  dans  la  recherche  de  l'accroissement 
total  A^  et  de  la  variation  totale  as,  il  faudrait  tenir  compte  du  change- 
ment de  forme  dont  il  s'agit.  En  ayant  égard  seulement  à  ce  changement 
de  forme,  et  laissant  d'ailleurs  invariables  les  quantités 


on  obtiendrait  non  plus  la  variation  totale  de  s  ^  mais  une  variation  partielle 
qui  devrait  naturellement  s'appeler  la  variation  propre  de  la  fonction  s. 

Pareillement,  si  des  fonctions  de  diverses  variables  x,  ^,  jz,...  sont  re- 
présentées par  w,  V,  w,.  ..  et  peuvent  changer  de  forme ,  les  variations 
propres  de  ces  fonctions  ne  seront  autre  chose  que  leurs  variations  partielles 
correspondantes,  non  pas  au  changement  de  valeur  d'une  ou  de  plusieurs 
variables,  mais  seulement  au  changement  de  forme  dont  il  s'agit. 

Lorsque,  dans  un  calcul,  diverses  variables  seront  fonctions  les  unes  des 
autres,  nous  appellerons  variables  simples  ou  du  premier  ordre  celles  dont 
toutes  les  autres  seront  des  fonctions.  Nous  appellerons,  au  contraire,  va- 
riables du  second  ordre  celles  qui  s'exprimeront  en  fonction  des  variables  du 
premier  ordre,  variables  du  troisième  ordre  celles  qui  s'exprimeront  en 
fonction  des  variables  du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite.  Gela  posé,  il  est 
clair  que  les  variations  propres  des  variables  simples  se  confondront  tou- 
jours avec  leurs  variations  totales. 

Lorsqu'une  fonction  s  dépendra  de  variables  de  divers  ordres,  représen- 
tées chacune  par  une  fonction  qui  pourra  changer  de  forme,  nous  désigne- 
rons, à  l'aide  de  la  caractéristique  cTl,  et  par  la  notation 

As, 
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ou  la  variation  propre  de  la  quantité  s,  si  cette  quantité,  considérée  comme 
fonction  des  autres  variables,  peut  elle-même  changer  de  forme;  ou,  dans 
le  cas  contraire,  la  variation  partielle  de  s  correspondante  aux  variations 
propres  de  quelques-unes  des  autres  variables,  savoir,  de  celles  qui  seront 
de  l'ordre  le  plus  élevé.  Si  Ton  désigne  par 

JC,   J-,   jZ,  , ..,      ï^,    p,   w, . . . 

les  variables  de  divers  ordres,  desquelles  dépendra  la  quantité  j,  les  varia- 
tions propres  de  ces  variables  seront  elles-mêmes  représentées,  à  l'aide  de 
la  caractéristique  Jl,  par  les  notations 

Jl.r,  Jlj",   cTlz,.  ..,     Jlw,  c/lt^,  Jlîv,.  .  .; 

et,  si  la  variable  x  se  réduit  à  une  variable  simple,  on  aura  identiquement 

âœ  =  Jioc. 

Concevons  à  présent  que,  la  quantité  s  étant  une  quantité  qui  dépende  de 
plusieurs  variables  et  de  plusieurs  fonctions,  on  nomme 

A, 6-,  A,^^,  A^„^,.  . . 

des  accroissements  partiels  de  s,  dont  chacun  corresponde  aux  accroisse- 
ments infiniment  petits  que  reçoivent  quelques-unes  de  ces  fonctions,  lors- 
qu'on change  infiniment  peu  leur  forme  sans  changer  la  valeur  des  variables 
qu'elles  renferment.  Aux  accroissements  partiels 

A^i-,  A^^^,  A^^,5,.  . . 

correspondront  encore  des  variations  partielles  de  s^  qui  pourront  encore 
être  représentées  par 

et  qui  se  trouveront  encore  déterminées  par  des  formules  semblables  à 
l'équation  (i). 

Après  avoir  partagé  en  plusieurs  groupes  les  variables  ou  fonctions  des- 
quelles dépend  la  quantité  s ,  on  peut  calculer  non-seulement  ses  accroisse- 
ments  partiels  du  premier  ordre 

A,.?,   A,^^',   A,^,^', .  .  ., 
correspondants  au  changement  de  valeur  des  variables  ou   au  changement 
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de  forme  des  fonctions  comprises  dans  les  divers  (jmupes,  mais  encore  ses 
accroissements  partiels  du  second  ordre,  par  exemple, 

ses  accroissements  partiels  du  troisième  ordre,  par  exemple , 

etc.  A  ces  accroissements  partiels  des  divers  ordres  correspondront  des 
variations  partielles  des  divers  ordres.  Ainsi,  en  particulier,  outre  les 
variations  partielles  du  premier  ordre  représentées  par  les  notations 

on  pourra  obtenir  des  variations  partielles  du  second  ordre  représentées 
par  les  notations 

6\  ^^,  s ,  o"",  â^^^  >y , .  •  •  )  ^„  ^,„  •^'  '  ■  •  "' 

des  variations  partielles  du  troisième  ordre  représentées  par  les  notations 

d>\c5^,„^, 

Il  y  a  plus:  outre  les  accroissements  et  variations  de  divers  ordres  que  pro- 
duisent plusieurs  opérations  successivement  effectuées,  mais  dissemblables 
entre  elles,  on  pourra  considérer  des  accroissements  totaux  ou  partiels,  et 
des  variations  totales  ou  partielles,  qui  seraient  les  résultats  d'opérations 
dont  plusieurs  seraient  semblables  les  unes  aux  autres.  Tels  seraient,  par 
exemple ,  les  accroissements  totaux  ou  partiels  exprimés  par  les  notations 

AAî,     AAAj,  AAAA^,..., 

A,A,^,  A,A,A,^,...,  A„A,,A,A,^-,.  .  ., 
et  les  variations  totales  ou  partielles  exprimées  par  les  notations 

â^s,      ^ââs,      oVoV.v ...... 

o>Vy,   c?,c?,oV,  âJJ,s,.... 

Pour  plus  de  commodité,  on  est  convenu  d'écrire 

A-,  A^,...,     au  lieu  de     AA,     AAA,...; 

A,^,  A,^...,     au  lieu  de     A,  A,,  A,  A,  A,,...; 
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et  pareillement 

c?%   c?%...,     aulicude     âo\      (?oV,...; 
&;,  c?,', . .  . ,     au  lieu  de     &, c?, ,    c?,  c?,  c?, , .  .  .  , 

comme  si  les  notations 

AA,  AAA,...  ,   A  A,,  A  A, A,,..., 

représentaient  de  véritables  produits.  Eu  égard  à  cette  convention ,  les  varia- 
tions totales  des  divers  ordres  de  la  fonction  s  se  trouvent  représentées  par 
les  notations 

as,  â^s,  &'s,..  ., 

tandis  que  les  variations  partielles 

se  trouvent  représentées  par  les  notations 

â-s,  cJ^^s-,..    ,  (^";â^s, 

En  terminant  ce  paragraphe,  nous  ferons  remarquer  la  connexion  intime 
qui  existe,  en  vertu  des  principes  mêmes  que  nous  avons  établis,  entre  le 
calcul  des  variations  et  le  calcul  différentiel. 

Nous  avons  déjà  observé  que  les  variations  totales  de  (juantités  variables 
peuvent  être  censées  se  réduire  à  leurs  différentielles,  dans  le  cas  où  les 
fonctions  comprises  parmi  ces  quantités  ne  changent  pas  de  forme. 

J'ajoute  que,  dans  tous  les  cas,  les  variations  totales  des  quantités  que  Ton 
considère  peuvent  être  regardées  comme  des  dérivées  ou  des  différentielles 
prises  par  rapport  à  la  variable  primitive  if,  dont  l'accroissement  à.t  est  censé 
déterminer  les  changements  de  valeur  ou  de  forme  des  variables,  ou  des 
fonctions  proposées.  En  effet,  i"  étant  l'une  quelconque  de  ces  variables  ou 
fonctions,  nommons,  comme  ci-dessus, 

A^' 

l'accroissement  total  de  s  correspondant  à  l'accroissement  i  =  At  de  la  va- 
riable primitive  t',  et  posons,  pour  abréger, 

S  =-■  s  -h  As. 


(%) 

Les  deux  quantités 


pourront  être  considérées  comme  représentant  les  deux  valeurs  particulières 
que  prendra  une  certaine  fonction  S  de  la  variable  t^  pour  une  valeur  donnée 
de  cette  variable,  et  pour  la  même  valeur  augmentée  de  i  —  Lt.  Par  suite,  la 
limite  vers  laquelle  convergera  le  rapport 


tandis  que  A^   s'approchera  indéfiniment  de  la  limite   zéro,  ne  sera  autre 
chose  que  la  valeur  particulière  de  la  dérivée 

correspondante  à  la  valeur  donnée  de  t.  Donc,  en  vertu  de  l'équation  f  i),  la 
variation  totale  ^s  se  confondra  simplement  avec  la  dérivée 

D,s, 

ou  plutôt  avec  la  valeur  qu'acquerra  cette  dérivée  pour  une  valeur  particu- 
lière de  t. 

D'ailleurs,  t  étant,  par  hypothèse,  la  variable  primitive,  la  différentielle  dt 
se  réduira  simplement  à  l'unité;  en  sorte  que  la  fonction  dérivée 

D,s 

ne  différera  pas  de  la  différentielle  partielle 

prise  par  rapport  à  t. 

Il  est  juste  d'observer  que,  dans  la  vingt-deuxième  Leçon  du  Calcul  des 
fonctions j  Lagrange  avait  déjà  regardé  les  variations  de  quantités  variables 
comme  représentant  des  dérivées  prises  par  rapport  à  une  nouvelle  variable, 
distincte  de  toutes  celles  que  l'on  considérait  d'abord. 

§  II.   —  Sur  la  continuité  des  fonctions  et  de  leuis  variations.    Propriétés  générales  des 
variations  de  plusieurs  variables  ou  fonctions  liées  entre  elles  par  des  équations  connues. 

Supposer,  comme  on  le  fait  dans  le  calcul  des  variations ,  qu'à  des  accrois- 
sements infiniment  petits  des  variables  correspondent  des  accroissements  in- 
finiment petits  des  fonctions,  c'est  supposer  implicitement  que  les  fonctions 

8.. 


(6o) 

restent  continues.  On  ne  doit  donc  pas  être  étonné  de  rencontrer,  dans  le 
calcul  des  variations ,  des  définitions,  des  formules  et  des  théorèmes  qui  cessent 
d'être  applicables  ou  d'offrir  un  sens  précis  et  déterminé,  quand  les  fonc- 
tions deviennent  discontinues.  On  ne  doit  pas  être  étonné  de  voir,  dans  des 
cas  semblables,  la  formule  (i)  du  §  P*"  fournir,  pour  la  variation  (^s,  une  va- 
leur infinie  ou  même  indéterminée. 

Sans  perdre  de  vue  ces  observations,  nous  allons  maintenant  faire  voir  avec 
quelle  facilité  on  peut ,  des  principes  établis  dans  le  premier  paragraphe,  dé- 
duire les  propriétés  générales  des  variations  de  plusieurs  variables  ou  fonc- 
tions liées  entre  elles  par  des  relations  connues. 

Soit  s  une  variable  ou  fonction  quelconque  j  soient  encore 


les  accroissements  infiniment  petits  et  simultanés  de  la  variable  ou  fonction  s, 
et  de  la  variable  primitive,  dont  la  variation  est  l'unité.  La  variation  de  s ^^  ou 
as  sera,  comme  on  l'a  vu  dans  le  §  P"",  déterminée  par  la  formule 

(i)  â's   =  lim.  — . 

Gela  posé,  concevons  d'abord  que  la  variable  ou  fonction  s  soit  la  somme 
de  plusieurs  autres  variables  ou  fonctions 


en  sorte  qu  on  ait 

(2)  s    =:    U    -h    V   -\-    W    -h     .  ,.  . 

Quand  on  attribuera  aux  variables  ou  fonctions 

II,  v^   w^.  .  . 

les  accroissements  infiniment  petits 

^.u,  At',  A  H',.  .  ., 

s  croîtra  évidemment  d'une  quantité  représentée  par  la  somme  de  ces  ac- 
croissements. On  aura  donc 

A^  =  ùi,u  +  A(^  H-  àw  H-  ...  ; 


(6.   ) 
puis,  en  divisant  par  i  chaque  membre  de  la  dernière  équation,  et  faisant 
ensuite  converger  i  vers  la  limite  zéro ,  on  trouvera  non-seulement 


mais  encore,  eu  égard  à  la  formule  (i), 

(3)  (^s  -—  au  -+^  ^v  +  âw  +   .... 
En  d'autres  termes,  l'équation 

(4)  A  (7/  4-  ^  4-  u^  +  .  .  .)   =   Af^  +  Ap  +  Atv  +  .  .  . 
entraînera  la  formule 

(5)  c?(w  +  ^  +  ïv  +...)—   d^M  4-  ^v  -f-  àw  +  .  .  .  . 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

i*''  Théorème.  La  variation  de  la  somme  de  plusieurs  fonctions  ou  varia- 
bles se  réduit  à  la  somme  de  leurs  variations. 

Corollaire.  Si  l'on  suppose  les  fonctions  m,  t^,.  .  .  réduites  à  deux  seule- 
ment, la  formule  (5)  deviendra 

^(n  -h  i^)  =  an  +  âv. 

Or  il  résulte  de  cette  dernière  formule  que ,  si  une  fonction  donnée  u  reçoit 
un  accroissement  quelconque  i> ,  l'accroissement  correspondant  de  la  varia- 
tion au  sera  représenté  par  d^i^.  En  d'autres  termes,  l'accroissement  de  la 
variation  sera  la  variation  de  l'accroissement. 

Supposons  maintenant  que  deux  variables  ou  fonctions  r,  ^,  soient  liée? 
entre  elles  par  l'équation 

(6)  s  =  «r. 


nant  une  quantité  constante.  Quand  on  fera  croître  r  de  Ar,  le  pro- 
duit ar  croîtra  d'une  quantité  représentée  par  le  produit  ai^r.  Donc ,  en  nom- 
mant Ar,  A>y  les  accroissements  infiniment  petits  et  simultanés  des  variables 
ou  fonctions  r,  s.,  on  aura 

\s  =z  aàr. 


(  6.  ) 
En  divisant  par  i  chaque  membre  de  la  dernière  équation,  et  faisant  ensuite 
converger  (  vers  la  limite  zéro,  on  trouvera  non-seulement 


mais  encore,  eu  égard  à  la  formule  (i), 

(7)  o^s  =  aâr. 
En  d  autres  termes ,  l'équation 

(8)  A{ar)  —  aAr 
entraînera  la  formule 

(9)  à(ar)  =  «c?/-. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

2"  Théorème.  Lorsqu'on  multiplie  une  fonction  par  un  coefficient  constant, 
la  variation  de  cette  fonction  se  trouve  à  sou  tour  multipliée  par  ce  même 
coefficient. 

Supposons  encore  la  fonction  s  liée  à  d'autres  fonctions  « ,  t^,  w^,  .  .  ,  par 
une  équation  linéaire,  de  sorte  qu'on  ait 

(10)  s  =  au  -i~  bif  ■+-  cw  H-   .  .  .  , 

a,b,  c,..,  désignant  des  coefficients  constants;  alors,  eu  raisonnant  tou- 
jours de  la  même  manière,  on  obtiendra  la  formule 

(ï  0  ^s  =  aâu  -h  b^if  +  câw  +  . . ., 

qui  entraînera  la  suivante 

(12)  â{u-{-  V  ^  w  +  ...)  =  aùu  +  bâ<^  +  câw  -^  .  .  ., 

et  qui  peut  se  déduire  directement  des  équations  (5)  et  (9). 

Supposons  enfin  que  deux  variables  ou  fonctions  r,  s,  soient  liées  entre 
elles  par  la  formule 

(i3)  s  =.  f(r), 

f (r)  étant  une  fonction  déterminée  de  r;  et  représentons  par  D^^  la  dérivée 


(63) 
de  s  prise  par  rapport  à  r.  On  aura 

(,4)  D,-.  =  lim.  £. 

D'ailleurs  l'équation  identique 

As  =:  —  Ar 
entraînera  la  suivante 

Ai    ^s   àr 

T  ~  'Â/-  T' 

de  laquelle  on  conclura ,  en  faisant  converger  i  vers  la  limite  zéro ,  et  ayant 
égard  à  la  formule  (i4) , 

(i5)  ^s  =  BrS  âr. 

En  d'autres  termes,  on  aura 

(i6)  âiir)=  D,f(r).(^/-. 

Les  théorèmes  et  les  formules  que  nous  venons  d'établir  subsistent  évidem- 
ment dans  le  cas  même  où  Ton  se  bornerait  à  changer  les  valeurs  ou  les  for- 
mes de  quelques  variables  ou  de  quelques  fonctions  ,  et  où  l'on  remplacerait 
en  conséquence  les  accroissements  totaux  et  les  variations  totales  par  des 
accroissements  partiels  et  par  des  variations  partielles.  Ainsi,  en  particulier, 
les  formules  (4) ,  (8)  continueront  de  subsister  ,  si  l'on  y  remplace  la  caracté- 
ristique A,  qui  indique  l'accroissement  total  d'une  fonction,  par  l'une  des 
caractéristiques 

A,,  A,^,  A,„,..., 

employées  pour  indiquer  des  accroissements  partiels  relatifs  au  changement 
de  valeur  ou  de  forme  de  diverses  variables  ou  fonctions,  ou  même  des  va- 
riables ou  fonctions  comprises  dans  divers  groupes.  Pareillement,  les  for- 
mules (5),  (9),  (12)  continueront  de  subsister,  si  l'on  y  remplace  la  caracté- 
ristique (5*,  qui  indique  la  variation  totale  d'une  fonction,  par  l'une  des  carac- 
téristiques 

employées  pour  indiquer  des  variations  partielles. 

Si  les  variations  partielles  que  l'on  considère  se  réduisent  à  des  variations 
propres;  alors  à  la  caractéristique  c?  on  devra  substituer,  non  plus  une  des 


(64) 
caractéristiques  c?,,  o^,^,  <^^,„?--  •  ■>  niais  la  caractéristique  Ji;  et  en  consé- 
quence, à  la  place  des  formules  (5),  (9),  (12),  on  obtiendra  les  suivantes  : 

(17)  cA.  (Z/  +  t'  +  W  +    .  .  ,  )    =     Jiu  +  cJ\v  +  Jiw  -^    .  .  .  , 

(18)  A{ar)  =  aJ\r, 

(19)  J\.{au  H-  hv  -{-  ccu  +...)  =  aJ\u  +  bJ\u  -\-  cAw  -f-  .  . .  . 

Ajoutons  qu'en  vertu  de  la  convention  établie  dans  le  §  P*"  [pages  55  et  56] , 
on  pourra  remplacer  à  la  fois,  dans  les  deux  membres  de  la  formule  (16),  la 
caractéristique  â  par  la  caractéristique  Ji .  On  trouvera  ainsi,  pourvu  que  f  (r) 
ne  cesse  pas  de  représenter  une  fonction  déterminée  de  r, 

(20)  Jlf(r)  =  D,f(r)Jlr. 

L'équation  (i),  de  laquelle  nous  avons  déduit  les  formules  (5),  (9),  (12), 
(16),.  .  .,  entraîne  encore  une  multitude  d'autres  conséquences  dignes  de  re- 
marque ,  et  en  particulier  celles  que  nous  allons  indiquer. 

Supposons  que  la  fonction  s  et  sa  variation  as  restent  continues  par  rap- 
port aux  variables  dont  elles  dépendent  dans  le  voisinage  du  système  de  va- 
leurs particulières  attribuées  à  ces  mêmes  variables.  Concevons  d'ailleurs  que 
l'on  fasse  coïncider  la  variable  primitive ,  dont  l'accroissement  est  représenté 
par  £,  et  dont  la  variation  est  réduite  à  l'unité,  avec  l'une  des  variables  don- 
nées ,  ou  avec  une  variable  nouvelle  dont  toutes  les  autres  soient  des  fonctions 
continues.  Non-seulement  la  variation  as  sera  la  limite  de  laquelle  s'appro- 
chera indéfiniment  le  rapport  —  ,  tandis  que  i  s'approchera  indéfiniment  de 
la  Umite  zéro;  mais,  de  plus,  pour  de  très-petits  modules  de  j,  ce  rapport 
différera  très-peu  de  sa  Hmite,  en  sorte  qu'on  pourra  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

3®  Théorème.  Si  une  fonction  s  et  sa  variation  as  restent  continues ,  pai- 
rapport  aux  variables  dont  elles  dépendent,  dans  le  voisinage  du  système  de 
valeurs  attribuées  à  ces  variables;  si  d'ailleurs  on  fait  coïncider  la  variable 
primitive,  ou  avec  l'une  de  ces  variables,  ou  avec  une  variable  nouvelle  dont 
toutes  les  autres  soient  fonctions  continues;  alors,  pour  des  valeurs  infini- 
ment petites  attribuées  à  l'accroissement  t  de  la  variable  primitive  ,  la  diffé- 
rence entre  le  rapport  —  et  la  variation  ^s  sera  infiniment  petite. 

Corollaire  i^''.  Le  3^  théorème  s'étend  au  cas  même  où  Taccroissement 
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total  As  et  la  variation  totale  as  seraient  remplacés  par  un  accroissement 
partiel 

A,^,  ou  A^^s,  ou  A,„.ç,.  .  . 

et  par  la  variation  correspondante 

â^s,  ou  ^ ,^s ,  ou  â^^^s,.... 

Corollaire  2^  Concevons  à  présent  que  les  variables  et  fonctions  diverses , 
desquelles  dépend  la  fonction  s,  soient  partagées  en  deux  groupes.  Indi- 
quons à  l'aide  de  la  caractéristique  A  l'accroissement  total  de  la  fonction  a 
ou  d'une  fonction  de  même  nature,  et  à  l'aide  des  caractéristiques  A,  ou  A, 
les  accroissements  partiels  de  la  même  fonction  correspondants  à  des  chan- 
gements infiniment  petits  de  valeur  ou  de  forme  des  variables  ou  fonctions 
comprises  dans  un  seul  groupe.  Soit,  en  conséquence,  A, .y  ou  A^^s  l'accrois- 
sement infiniment  petit  de  s  qui  correspond  à  des  changements  de  valeur  ou 
de  forme  des  variables  ou  fonctions  comprises  dans  le  premier  ou  dans  le 
second  groupe.  Soit,  au  contraire,  As  l'accroissement  total  de  s.  Enfin, 
posons 

(   6'    =  5-  +  A  ,ç,     et 

(21)  s 

\    '^„  —  ■^,+  ^„Sr 

s^^  sera  évidemment  ce  que  devient  s  quand  on  change  à  la  fois  les  valeurs 
de  toutes  les  variables  et  les  formes  de  toutes  les  fonctions.  On  aura  donc 

(22)  S^^  =:  s  -+-   As. 

D'ailleurs  on  tirera  des  formules  (21) 

6^^  =  5,  H-  A ^^ i',  =  6",  +  A , i"  -f-  A^^s^^ 
par  conséquent 

et,  comme  la  formule  (22)  donnera 

As  =  s^^  —  s^ 
on  trouvera  définitivement 

(23)  A^-  =  A, .y  ■+■  A^^s^. 
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En  divisant  par  i  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation ,  on  aura 

Soient  maintenant 

les  variations  partielles  de  la  fonction  s  correspondantes  aux  accroissements 
partiels 

A,  .y,  A,^^; 
et  supposons  que 

soient  des  fonctions  continues  des  diverses  variables ,  dans  le  voisinage  du 
système  des  valeurs  attribuées  à  ces  variables  mêmes.  Alors,  pour  des  valeurs 

infiniment  petites  de  t,  en  vertu  du  corollaire  i^"^,  le  rapport  -^  différera  in- 
finiment peu  de  â^s^  et  le  rapport-^  de  â^^s^.  Mais,  dautre  part,  à  l'ac- 
croissement infiniment  petit 

s^  —  s  ^=  A^s 

de  la  fonction  s  correspondra  l'accroissement 

c?,,.9,  —  â^^s  =  A,c?,^.v 

de  la  variation  â^^s^  et  ce  dernier  accroissement  sera  encore  infiniment  petit, 
puisque  â,^s  sera,  par  hypothèse,  fonction  continue  des  diverses  variables. 

Donc  c?„6',  différera  infiniment  peu  de  â^^s;  et,  par  suite,  le  rapport  -^diffé- 
rera infiniment  peu  non-seulement  de  â^^s^,  mais  aussi  de  â^^s.  Donc,  dans 
l'hypothèse  admise,  si  l'on  fait  converger?  vers  la  limite  zéro,  les  rapports 


convergeront  respectivement  vers  les  limites 


^  67  ) 
et,  par  suite,  la  formule 

A.v  _  à,s  A,^.y, 

entraînera  celle-ci 

as  =  â^s  -h  &,^s. 

En  conséquence,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante: 

4*  Théorème.  Soit  s  une  fonction  dépendante  de  variables  et  fonctions 
diverses  que  nous  supposerons  partagées  en  deux  ^fi^roupes.  Soient,  de  plus, 

â,s 

la  variation  partielle  de  6"  correspondante  au   chan(Tement  de  valeur  ou  de 
forme  des  variables  ou  des  fonctions  comprises  dans  le  premier  groupe; 


la  variation  partielle  de  s ,  correspondante  au  changement  de  valeur  ou  de 
forme  des  variables  ou  des  fonctions  comprises  dans  le  second  groupe; 
et  as  la  variation  totale  de  s.  Si  la  fonction  s  et  ses  variations  partielles 


restent  fonctions  continues  des  diverses  variables,  dans  le  voisinage  du  sys- 
tème des  valeurs  attribuées  à  ces  variables  mêmes;  la  variation  totale  as 
sera  la  somme  des  variations  partielles,  en  sorte  qu'on  aura 

(24)  oV  =  â^s  -+-  â,^s. 

Corollaire.  Concevons  maintenant  que  les  variables  et  fonctions  diverses 
desquelles  dépend  la  fonction  s  soient  partagées  en  trois  groupes,  et  nom- 
mons 

o>,     ^j,     â^^^s 

les  variations  partielles  de  s  correspondantes  à  ces  trois  groupes.  Supposons 
d'ailleurs  que  la  fonction  s  et  ces  trois  variations  partielles  restent  fonctions 
continues  des  diverses  variables  dans  le  voisinage  du  système  des  valeurs 
attribuées  à  ces  variables  mêmes.  Si  l'on  considère  les  deux  derniers  groupes 
comme  n'en  formant  plus  qu'un  seul;  la  variation  partielle  de  s,  correspon- 
dante à  ce  nouveau  groupe,  sera,  en  vertu  du  théorème  précédent,  repré- 
sentée par  la  somme 

o\u-+  â^^^s; 

9- 


(68  ) 

et,  en  vertu  du  même  théorème,  il  suffira  d'ajouter  cette  somme  à  â^s  pour 
obtenir  la  variation  totale  de  ^,  ou  as.  On  aura  donc 

Par  des  raisonnements  semblables  on  passera  aisément  du  cas  où  les  variables 
ou  fonctions  -sont  partagées  en  trois  groupes,  au  cas  où  elles  sont  partagées 
en  quatre  groupes,  etc....;  et,  en  continuant  ainsi,  on  établira  généralement 
la  proposition  suivante  : 

5*"  Théorème.  Soit  s  une  fonction  dépendante  de  variables  et  fonctions 
diverses  que  nous  supposerons  partagées  en  divers  groupes.  Soient,  de  plus, 

les  variations  partielles  de  s  correspondantes  au  premier,  au  second,  au 
troisième,...  groupe.  Enfin,  supposons  que  la  fonction  s  et  chacune  de  ces  va- 
riations restent  fonctions  continues  des  diverses  variables  dans  le  voisinage 
du  système  de  valeurs  attribuées  à  ces  variables  mêmes.  La  variation 
totale  as  de  la  fonction  s  sera  la  somme  des  variations  partielles  o\?,  c?,  ,5, 
o\^, ...  ;   en  sorte  qu'on  aura 

(aS)  oV  =  â^s  -h  d^,^  s  H-  â^^^s  -h  . . .  . 

Corollaire  i"'.  Au  lieu  de  déduire  le  5®  théorème  du  précédent,  on  pour- 
rait rétablir  directement  à  l'aide  des  considérations  suivantes.  Les  variables 
et  fonctions  diverses  desquelles  dépend  la  fonction  s  étant ,  comme  on  vient 
de  le  dire,  partagées  en  divers  groupes;  désignons  à  l'aide  des  caractéris- 
tiques 

A,,  A,,,  A„„... 

les  accroissements  partiels  de  la  fonction  s  ou  d'une  fonction  de  même  na- 
ture, qui  correspondent  à  des  changements  de  valeur  ou  de  forme  des  va- 
riables ou  des  fonctions  comprises  dans  le  premier,  le  second,  le  troisième,... 
groupe,  Si  l'on  pose  successivement 

(s^   =^  s   4-  A,  ^, 
s    =  i-   H-  A,  ,y  , 
(26)  {     "  ,     / 


i'- 


etc., 
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le  dernier  ternie  de  la  suite 

s^ ,  s^^ ,  ^;„ , . .  . 

sera  évidemment  ce  que  devient  s  en  vertu  des  changements  de  valeur  de 
toutes  les  variables  et  des  changements  de  forme  de  toutes  les  fonctions 
données.  Donc  ce  dernier  terme  sera  la  valeur  de  >9  +  As,  c'est-à-dire  la 
fonction  s  augmentée  de  son  accroissement  total  A^-.  D'autre  part,  on  tirera 
successivement  des  formules  (26), 

i',  =  5-  +  A,  .y, 

s^^  ■=  s  -h  A,. 9  -h  A,^.9,, 

^m=  ^  -^  A,>ç  +  A,^.ç,  +  Aj,^, 
etc.... 

Donc  le  dernier  terme  de  la  suite 

sera  encore  équivalent  à  la  fonction  s  augmentée  de  la  somme  des  termes 
de  la  suite 

Donc  cette  somme  sera  précisément  la  valeur  de  l'accroissement  total  A^^ , 
et  l'on  aura 

(27)  A,ç  =  A,^'  H-  A ^^5   -f-  A,^,^',^  +...; 
puis  on  en  conclura 

(28)  -   =  ~7  +  "T  "^     7^  ■^■••" 

Si  maintenant  on  attribue  à  i  une  valeur  infiniment  petite ,  et  si  l'on  suppose 
que  les  fonctions 

restent  fonctions  continues  des  diverses  variables  dans  le  voisinage  du  sys- 
tème de  valeurs  attribuées  à  ces  variables  ;  on  reconnaîtra  que  les  rapports 


diffèrent  infiniment  peu,  le  premier  de  â,s'j  le  second  de  ^,^s^,  et  par  suite 
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de  â^^s;  le  troisième  de  ^,„s^^,  et  par  suite  de  c?,,,^',,  ou  même  de  â^^^s,  etc.... 
Donc,  en  faisant  converger  t  vers  la  limite  zéro ,  on  verra  les  rapports 

l  L  l         '' 

converger  respectivement  vers  les  limites 
et  la  formule  (28)  entraînera  lequation  (aS). 

§  III.  —  Formules  générales,  propres  à    fournir  les   variations  des  /onctions  d'une  ou  de 
plusieurs  variables. 

Les  principes  établis  dans  le  paragraphe  précédent  fournissent  immé- 
diatement les  diverses  formules  générales  à  l'aide  desquelles  on  peut  dé- 
terminer les  variations  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables.  Entrons 
à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Considérons  d'abord  une  fonction  s  d'une  seule  variable  ûc.  Si  la  forme  de 
cette  fonction  est  complètement  déterminée,  et  si  s  se  trouve  immédiate- 
ment exprimée  en  fonction  de  .r,  la  variation  as  pourra  être  déterminée  à 
l'aide  de  l'équation  (i5)  du  paragraphe  précédent,  de  laquelle  on  tirera 

(1)  r}s  =  D^Sf^X. 

Alors  aussi  on  pourra  considérer  les  variations 

as,  c?jr, 
comme  représentant  de  simples  différentielles 

fis ,  fijc  ; 
de  sorte  que  la  formule  (i)  se  confondra  en  réalité  avec  l'équation 

(2)  ris  z=  TJ^sda-. 

Si  la  forme  de  la  fonction  s  cesse  d'être  complètement  déterminée,  alors, 
en  vertu  du  4^  théorème  du  §  II ,  la  variation  totale  de  s  sera  la  somme  de 
ses  deux  variations  partielles  correspondantes ,  Tune  au  changement  de  va- 
leur de  la  variable  a:,  l'autre  au  changement  de  forme  des  considéré  comme 


(  7'  ) 
fonction  de  x.  D'ailleurs  de  ces  deux  variations  partielles,  la  seconde  sera 
précisément  celle  que  nous  appelons  la  variation  propre  de  la  fonction  s ,  et 
que  ,  d'après  les  conventions  admises  dans  le  §  P*",  nous  représentons  par  cH.^ , 
tandis  que  la  première  sera  la  valeur  de  ùs  fournie  par  l'équation  (i),  ou  le 
produit  \)xsàx.  On  aura  donc  généralement,  dans  l'hypothèse  admise, 

(3)  ùs  =r  Jl^  +  Vi^sùX. 

Concevons  maintenant  que  la  valeur  de  s  soit  fournie  par  l'équation 

(4)  Ç=:f(.r,     J-,     Z,..,,    M,     ^,    tV,...), 

dans  laquelle  les  lettres 

désignent  des  variables  ou  fonctions  diverses.  Supposons  d'ailleurs  que,  la 
forme  de  la  fonction  f  étant  complètement  déterminée,  on  indique,  à  l'aide 
des  caractéristiques 

des  variations  partielles  dont  chacune  corresponde  à  la  variation  totale  d'une 
seule  des  variables  ou  fonctions 

.r ,  j^,  2, .  .  . ,     M,   p,  w,.  .  .  . 
Alors  les  valeurs  de 

pourront  être  calculées  à  l'aide  de  la  formule  (i5)  du  §  Il  ;  puisque,  d'après 
la  remarque  faite  dans  le  §11  [page  63],  on  peut  se  servir  de  cette  formule 
pour  déterminer,  non-seulement  les  variations  totales,  mais  encore  les  va- 
riations partielles  correspondantes  de  deux  variables  ou  fonctions  liées  Tune 
à  l'autre.  Donc  ces  valeurs  pourront  être  réduites  aux  produits 

I):,sâx,  l^ysâj,  D^sâj,..  .,     l),,sâu,  D.sâi^,  D,,sâw, 

D'autre  part,  en  vertu  du  5^  théorème  du  §  II,  il  suffira  d'ajouter  ces  va- 
leurs l'une  à  l'autre  pour  obtenir  la  variation  totale  de  s.  On  aura  donc ,  dans 
l'hypothèse  admise, 
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Dans  le  cas  où  les  formes  des  diverses  fonctions  contenues  dans  s  restent 
complètement  déterminées ,  les  variations 

se  réduisent  à  de  simples  différentielles 

dx,  dj^  dz^.  .  .^     du^  dv  ^  dw^...^  ds  y 

et  l'équation  (5)  à  la  formule 

(6)    ds  =  D^sdœ  -h  DyS ^  +  D^ 6-  rt'z  + ...+  D„>çfl?«  h-  D^  s  du  -h  \},,sdw  + . . . . 

3^  Corollaire.  Si  la  forme  de  la  fonction  f  cessait  d'être  complètement 
déterminée;  alors,  pour  obtenir  la  valeur  générale  de  as,  il  faudrait,  en 
vertu  de  la  formule  (aS)  du  §  II,  ajouter  au  second  membre  de  l'équation  (5), 
la  variation  propre  de  s,  c'est-à-dire  la  variation  partielle  de  s  relative,  non 
plus  au  changement  de  valeur  ou  de  forme  des  variables  ou  fonctions 

.T,    J'-,    2,.  .  .  ,       Z/,    P»,    ÎV,.  .  ,, 

mais  au  changement  de  forme  de  la  fonction  indiquée  par  la  lettre  f.  Alors, 
en  désignant  par  J\s  la  variation  propre  de  i^,  on  trouverait 

(-7)  ^s=J\s+U^s&x+X)y.sà'j-]-'D^sâz-h...-h'D,,sâu-hB,sâi'-hD^sâw-h.... 

Pareillement,  si  les  lettres 

u,  V,  w, .. . 

désignaient  des  fonctions  de  .r,  j^ ,  2, .  .  .  dont  les  formes  ne  fussent  pas 
complètement  déterminées;  alors,  pour  obtenir  la  variation  totale  au,  il 
faudrait  à  la  somme 

Dxuèx  +  YSyUèj  +  D^Mc?z  -h  .. . 

ajouter  la  variation  propre  cTLw  de  la  fonction  u.  Ou  aurait  en  conséquence 

eu  =  Au  +  T)^u^x  +  DyUâj  -^  D^u^z  -\- ... ,     et  pareillement 
,   ^ç  =  JIp  +  Ti^vùx  -4-  Dyvâr  -\-  Yi^vâz  4-..., 


(  7^) 
Corollaire  4^    Pour  déduire    de   l'équation  (2 5)  du   §  Il  Téquatiou  (5) 
relative  au  cas  où  la  forme  de  la  fonction  f  est  complètement  déterminée , 
il  a  suffi  de  supposer  que  chacune  des  lettres  caractéristiques 


se  rapportait,  dans  l'équation  (a 5)  du  §  11,  à  la  variation  totale  d'une  seule 
des  variables  ou  fonctions 

Si  l'on  supposait,  au  contraire,  que  chacune  des  caractéristiques 

se  rapporte  à  la  variation  propre  d  une  seule  des  variables  ou  fonctions 

X,     7",    :Z,...,       If,     t%    ÎV,..  .  , 

on  obtiendrait,  au  lieu  de  la  formule  (5),  une  autre  formule  qui  fournirait 
pour  as  une  seconde  valeur  nécessairement  équivalente  à  la  première.  Con- 
firmons l'exactitude  de  cette  assertion  par  un  exemple,  et  supposons,  pour 
fixer  les  idées,  que  la  valeur  de  s  étant  donnée  par  la  formule  (4),  x,j\  z^... 
représentent  des  variables  indépendantes  dont  11,  i',  îv,...  soient  fonctions. 
TiCs  variations  propres 

J\x,  Ar,  Jlz.,... 

des  variables  indépendantes  jc,  y.^  z,...  se  confondront  avec  leurs  variations 
totales 

â.x,  ùy,   ùz, 

en  sorte  qu'on  aura  identiquement 

(9)  âx  =  Jlx,     âj  =z  Jlj,     c?2  =  J\z,.... 

Mais  les  variations  propres 

oTu/,    ePii',    d\w,... 

des  fonctions  w,  v,  w,...  seront  distinctes  de  leurs  variations  totales,  et  liées 
à  ces  dernières  par  les  formules  (8).  Gela  posé,  nommons  [^]  la  fonction  de 
X,  j",  s, ...à  la  quelle  se  réduit  la  fonction  de  x,  jr,  z,-  «i  "5  ^1  ^v  ■>  représen- 
tée par^,  lorsqu'on  y  substitue  les  valeurs  de  u^  v,  tv,...,  exprimées  en 

Bx.  d'An,  et  de  Vh.  math  , T.  m.  (27«livr.)  lO 
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fonction  de  x,  j^  z^....  On  pourra  concevoir  que,  dans  la  formule  (sS)  du 
§  Il ,  chacune  des  variations 

correspond,  non  plus  à  la  variation  totale,  mais  à  la  variation  propre  d'une 
seule  des  variables .r,  j-,  z,...,  ou  d'une  seule  des  fonctions  m,  i^,  w,....  Seu- 
lement alors,  pour  tenir  parfaitement  compte  de  Tinfluence  exercée  sur  la 
variation  totale  ùs  par  la  variation  propre  de  x^  on  devra  considérer  s, 
non  plus  comme  une  fonction  de  œ^  j,  z,...,  «,  ç,  w,.--,  mais  comme  une 
fonction  des  seules  variables  indépendantes  x,  j,  z,....  Donc  alors  les  varia- 
tions partielles  de  ^,  correspondantes  aux  variations  propres 

Ax,  Aj\  Az,... 

des  variables  x^j,  2,...,  seront,  eu  égard  à  la  formule  (i),  représentées  par 
les  produits 

D^  [s]  A  X,     D,.  [s]  J\  j,     I),  [s]  A  z- , . . .  ; 

tandis  que  les  variations  partielles  de  s^  correspondantes  aux  variations 
propres 

Au^  Av,  Jlw',..., 

seront,  eu  égard  à  la  même  formule,  représentées  par  les  produits 

D„sAu,     D.sAv,     rx..9JlH',.... 

Donc  la  formule  (25)  du  §  II  donnera 

j    âs=iy,\s\Ax  +  \),\s\Slj  +  Y),\s\Az  +  ...     ■ 
^*°^  (       +  T^usAu  +  \),sA  V  -+-  \^,.sAw  +  .... 

Il  est  facile  de  comparer  l'une  à  l'autre  les  valeurs  de  es  fournies  par  les 
équations  (5)  et  (10).  En  effet,  eu  égard  aux  formules  (9),  l'équation  (lo) 
peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

(11)     oVI=D^[.y]c)^^.^-D^[^]c^r+D4^]cJ^z...  +  D„^/.7z+D,^/U'+D,,,ç,Au' 

D'autre  part,  en  considérant  u^  v^  tv,  et,  par  suite,  s  comme  fonctions  de 
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:r.  j',  z,  on  aura  non-seulement 

/  du  ~  D.,.  u  dx  ■+■  DyUdf  -h  D^  w  r/z  -t- . .., 

)   dv  =T}^.  i>  dœ  +  D,.  v dy  +  D^  t^  dz  + . .., 

{il)  \ 

I   dw  ~  [Khv/o:  +  DyWdj  -\-  D^wdz  h-..., 

V       etc., 

mais  encore 

(i3)  ds=  D,,[s]dœ  +  D^[s]dj  +  D,[s]dz+.... 

Cette  dernière  valeur  de  ds  devant  coïncider  avec  celle  que  fournit  l'équa- 
tion (6),  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  différentielles 

dûc,  dj^  dz,..., 

on  en  conclura,  en  réduisant  l'une  de  ces  différentielles  à  zéro,  et  les 
autres  à  l'unité, 

etc.... 

Or,  eu  égard  à  ces  dernières  formules ,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  la  va- 
leur de  as  fournie  par  l'équation  (i  i)  est  précisément  celle  qu'on  obtient 
quand  on  substitue  dans  le  second  membre  de  l'équation  (5)  les  valeurs  de 

au,  c?i^,   âa\..., 
tirées  des  formules  (8). 

Corollaire  5^.  Supposons  que,  la  quantité  s  étant  une  fonction  détermi- 
née de  variables  de  divers  ordres  représentées  par 

JC,  J,  z,...,      w,   p,   tv,..., 
on  nomme 


celles  de  ces  variables  qui  sont  de  l'ordre  le  plus  élevé.  Alors,  d'après  les 
principes  exposés  dans  le  §  I",  ce  qu'on  devra  exprimer  par  la  notation 

As, 
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ce  sera  la  variation  partielle  de  s  correspondante  aux  variations  propres 

des  variables  de  l'ordre  le  plus  élevé,  contenues  dans  la  fonction  s.  Donc  cA.^ 
se  trouvera  réduit  à  la  somme  des  derniers  termes  compris  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (i  i),  et  l'on  aura,  dans  l'hypothèse  admise, 

(j5^  As  =  \)„sJ\,n  +  T)„sJ\v  +  D„,,9^u-  +.... 

Par  suite,  la  formule  (20)  pourra  être  réduite  à 

(16)  as  =  J'.s  +  D^ [s]rU  +  D,.[^]  6r  -\-  D,  [s]  âz^..., 

§  IV.    —   Propriétés  des  variations  des  divers  ordres. 

Les  théorèmes  et  les  formules  que  nous  avons  établis  dans  les  para- 
graphes précédents  se  rapportent  seulement  aux  variations  du  premier  or- 
dre. Nous  allons  passer  maintenant  aux  variations  des  divers  ordres,  et  dé- 
montrer quelques-unes  de  leurs  propriétés  générales.  T/une  de  ces  propriétés 
appartient  à  la  fois  aux  accroissements  et  aux  variations;  elle  consiste  en  ce 
qu'on  peut  intervertir  arbitrairement  l'ordre  dans  lequel  se  succèdent  deux 
ou  plusieurs  opérations  dont  chacune  est  exprimée,  ou  par  l'une  des  caracté- 
ristiques 

A,  A,,  A,^,  A,,,,.  .., 

qui  indiquent  d<3s  accroissements  totaux  ou  partiels;  ou  par  l'une  des  carac- 
téristiques 

qui  indiquent  des  variations  totales  ou  partielles,  sans  altérer  en  aucune  ma- 
nière le  résultat  définitif  de  ces  opérations  mêmes.  Pour  élablir  cette  propo- 
sition, il  suffit  évidemment  de  faire  voir  que  l'on  pourra  toujours,  sans  in- 
convénient ,  échanger  entre  elles  deux  caractéristiques  écrites  à  la  suite  l'une 
de  l'autre.  Il  y  a  plus  :  on  pourra  se  borner  à  considérer  le  cas  où  ces  deux 
caractéristiques  seraient  dissemblables,  la  proposition  étant  évidente  dans  le 
cas  contraire. 

Or,  soit  s  une  fonction  qui  dépende  de  diverses  variables ,  ou  même  de  fonc- 
tions diverses;  et  nommons  ç  un  accroissement  partiel,  ou  même  total  de  s . 
qui  corresponde  à  des  changements  de  valeur  des  variables  ou  à  des  change- 
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meuts  de  forme  des  fonctions  proposées  et  de  la  fonction  s  elle-même.  On 
aura,  en  vertu  des  formules  (4)  et  (5)  dn  §  11, 

\    ^{s  -h  ç)  =  A^  +  Aç, 
^'■'  \   &[s  -h  ç)  =  c?5  -h  âç. 

Donc  à  un  accroissement  quelconque  de  ^  représenté  par  ç,  correspondront 
un  accroissement  de  A ^  représenté  par  A ç,  et  un  accroissement  de  la  varia- 
tion as  représenté  par  âç.  Ce  n'est  pas  tout  :  comme  les  formules  (4)  et  (5)  du 
§  II ,  et,  par  suite ,  les  formules  (i)  continuent  de  subsister  dans  le  cas  même 
où  Ton  y  remplace  la  caractéristique  A  par  l'une  des  caractéristiques 

A,,  A,^,  A,,,,.  .. 

et  la  caractéristique  â  par  l'une  des  caractéristiques 

on  peut  affirmer  qu'à  l'accroissement  ç  de  la  fonction  s  correspondront  les 
accroissements 

A,ç,   A,,ç,  A,„ç,.    .,      d\ç,   (3\ç.  o\,5,... 
tics  expressions 

A,.v,  A„.s-,  A,„^,...,      oVv,  â^^s,  qVv, 

0;i  en  conclut  immédiatement  que,  si  deux  des  caractéristiques 

A,  A„   A,^,  A„„.  .  ., 
ou  bien  encore  l'une  de  ces  caractéristiques  et  l'une  des  suivantes 

â,  c?,,   c?„,  (?,„,.  .  . 

se  trouvent  simultanément  appliquées  à  une  même  fonction,  on  pourra  tou- 
jours intervertir  l'ordre  dans  lequel  se  succéderont  les  deux  caractéristiques 
dont  il  s'agit ,  sans  altérer  le  résultat  définitif  des  deux  opérations  qu'elles 
indiqueront.  Ainsi,  par  exemple,  de  ce  qu'à  l'accroissement  ç  de  i*  corres- 
pondent l accroissement  A, 5  de  A,^  et  l'accroissement  o*,;  de  o^,.y,  on 
conclura  qu'en  posant 

;  =  A  ,^  6' , 
on  doit  avoir 

A,;  =  A,^A,^,      â ^ç  ■=  A,^c?Vy.. 


(78) 
Or,  si  dans  les  deux  dernières  formules  on  remet  pour  ç  sa  valeur  A,  .y,  elles 
donneront 

(2)         A,  A,,^  =:  A,^A,.ç,  (3)         r?,A,,«y  =  A,^r;,s-. 

Concevons  maintenant  que  l'on  divise  les  deux  membres  de  la  formule  (3) 
par  l'accroissement  i  de  la  variable  primitive.  On  trouvera 


011 ,  ce  qui  revient  au  même ,  eu  égard  à  la  formule  (9)  du  §  II , 

puis ,  en  faisant  converger  vers  la  limite  zéro  l'accroissement  j  de  la  variable 
primitive  et  les  accroissements  correspondants  qu'indique  la  caractéristi- 
que A,^,  on  verra  les  rapports 


converger  vers  les  limites 

Donc,  en  passant  aux  limites,  on  trouvera 

(4)  o>\y  =  âj^s. 

Ajoutons  que,  dans  la  formule  (4),  on  pourra  remplacer  chacune  des  carac- 
téristiques c?, ,  c?,^  par  l'une  quelconque  des  suivantes 

â,  â,,  c^,,,   ^,„, 

En  résumé,  les  formules  (2) ,  (3) ,  (4) ,  et  celles  qu'on  peut  en  déduire  ,  en- 
traînent la  proposition  dont  voici  l'énoncé  : 

i*"^  Théorème.  Soit  s  une  fonction  qui  dépende  de  diverses  variables  ou 
même  de  fonctions  diverses  ;  et  supposons  cette  fonction  successivement  sou- 
mise à  diverses  opérations  dont  chacune,  ayant  pour  but  de  fournir  un  ac- 
croissement total  ou  partiel ,  ou  bien  encore  une  variation  totale  ou  partielle , 
se  trouve  indiquée  par  l'une  des  caractéristiques 

A,  A,,  A,^,  A,„,  ..  .  ,     o\  (?,,  o\,  o\,,.  .  .,. 


(  79  ) 
L'expression  qui  résultera  de  ces  opérations  successivement  effectuées  offrira 
une  valeur  indépendante  de  Tordre  dans  lequel  se  succéderont  ces  mêmes 
opérations,  et  par  conséquent  les  caractéristiques  qui  serviront  à  les  indiquer. 
On  pourra  donc,  sans  altérer  cette  valeur,  intervertir  arbitrairement  l'ordre 
dans  lequel  les  diverses  lettres  caractéristiques  se  trouvent  rangées,  comme 
si  le  système  de  ces  lettres,  écrites  à  la  suite  les  unes  des  autres,  représentait 
un  véritable  produit. 

Corollaire  i®"".  Il  suit  des  formules  (8)  et  (9)  du  §  U,  que  le  théorème  pré- 
cédent doit  être  étendu  au  cas  même  où  l'une  des  caractéristiques,  cessan! 
d'indiquer  un  accroissement  ou  une  variation,  représenterait  un  coefficient 
constant. 

Corollaire  1^.  On  peut  concevoir  que,  parmi  les  caractéristiques 


plusieurs  indiquent  des  variations  relatives,  non  à  des  changements  de  for- 
mes de  certaines  fonctions,  mais  à  des  changements  de  valeurs  de  certaines 
variables  x  ^y^  z, ,  ».  .  Lorsque  chacune  des  caractéristiques  de  cette  espèce 
se  rapporte  à  une  seule  variable  o^,  ou  jr,  ou  jz ,  .  .  .  ,  elle  peut  être  immédia- 
tement remplacée  par 

d^^  ou  dy,    on  d :-,  .  .  .  , 
et  même  par 

D^  ,  ou  0^ ,   on  D^ ,  .  .  . , 

si  la  variable  dont  il  s'agit  est  une  variable  indépendante,  ce  qui  permet  de 
réduire  sa  variation  à  l'unité. 

Le  3"  théorème  du  §  II,  et  les  théorèmes  qui  s'en  déduisent,  sont  relatifs  à 
des  variations  totales  ou  partielles  du  premier  ordre.  Mais,  en  partant  de  ces 
théorèmes,  on  peut  en  obtenir  d'autres  du  même  genre  qui  soient  relatifs  à 
des  variations  totales  ou  partielles  d'ordres  supérieurs.  Tel  est,  en  particulier, 
le  suivant: 

-1  Théorème.  Supposons  qu'une  fonction  i",  et  une  variation  de  s  ^  totale  ou 
partielle  ,  d'un  ordre  n  supérieur  au  premier,  restent  continues  ,  par  rapport 
aux  variables  dont  elles  dépendent,  dans  le  voisinage  du  système  de  valeurs 
attribuées  à  ces  variables.  Faisons  d'ailleurs  coïncider  la  variable  primitive, 
ou  avec  l'une  de  ces  variables,  ou  avec  une  variable  nouvelle  dont  toutes  les 
autres  soient  fonctions  continues.  La  variation  que  l'on  considère  différera 
infiniment  peu  du  rapport  qu'on  obtiendra  quand  on  divisera  par  i"  l'accrois- 
sement infiniment  petit  de  s  correspondant  à  cette  même  variation. 


(  8o  ) 
Démonstration.  Considérons,  par  exemple,  une  variation  de  la  forme 

^„  ^,^-> 
et  admettons  les  suppositions  énoncées  dans  le  2*  théorème ,  en  sorte  que 

s  et  i^^  â^s 

restent  fonctions  continues  des  diverses  variables,  dans  le  voisinage  du  système 
des  valeurs  attribuées  à  ces  mêmes  variables.  En  vertu  du  3«  théorème 
du  §  II  [corollaire  i«^],  la  variation  d^,^  c?,^  différera  infiniment  peu  du 
rapport 

Donc  ce  rapport  devra  rester  à  son  tour  fonction  continue  des  diverses 
variables,  dans  le  voisinage  du  système  des  valeurs  attribuées  à  ces  mêmes 
variables.  Il  y  a  plus  :  en  vertu  du  théorème  cité ,  le  rapport 


que  l'on  peut,  eu  égard  à  l'équation  (9)  du  §  H,  présenter  sous  la  forme 
différera  infiniment  peu  de  l'expression 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  du  rapport 

A,  A,,*    ^,/^,^ 

Donc  ce  dernier  rapport  différera  infiniment  peu  de  la  variation 

ÙJ,s. 

En  raisonnant  comme  on  vient  de  le  faire,  on  pourra  évidemment  dé- 
montrer le  1^  théorème  dans  tous  les  cas  possibles. 

Corollaire.  Supposons  que  raccroissement  t  de  la  variable  primitive  soit 


(8.  ) 

considéré  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre;  alors,  en  vertu  du 
2®  théorème,  l'accroissement  total  ou  partiel  de  s,  correspondant  à  une  va- 
riable de  l'ordre  «,  sera  un  infiniment  petit  de  l'ordre  n ,  si  cette  variation  reste 
fonction  continue  des  variables  dont  s  dépend,  dans  le  voisinage  du  système 
des  valeurs  attribuées  à  ces  variables,  et  si  d'ailleurs  elle  acquiert,  pour  le  sys- 
tème dont  il  s'agit,  une  valeur  différente  de  zéro.  Si,  de  ces  deux  conditions, 
la  première  était  remplie  sans  que  la  seconde  le  fût ,  ou ,  en  d'autres  ter- 
mes, si  la  variation  de  l'ordre  Ji  offrait  pour  valeur  particulière  une  valeur 
nulle,  sans  cesser  d'être  continue  dans  le  voisinage  de  cette  valeur,  l'accrois- 
sement correspondant  à  la  variation  proposée  deviendrait  pour  l'ordinaire 
un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur  au  premier.  Mais  ce  n'est  là  évidem- 
ment qu'un  cas  exceptionnel  ;  et  en  général  ce  que  nous  appelons  un  accrois- 
sement de  l'ordre  n  sera  en  même  temps,  en  vertu  du  2^  théorème,  un  infini- 
ment petit  de  l'ordre  ?i.  Ainsi,  non-seulement  un  accroissement  du  premier 
ordre  sera  généralement,  comme  on  peut  le  conclure  du  3^  théorème  du  §  II , 
un  infiniment  petit  du  premier  ordre;  mais  de  plus  un  accroissement  du  se- 
cond ordre  sera  généralement  un  infiniment  petit  du  second  ordre  ;   etc 

§  V.  —  Sur  là  variation  d'une  intégrale  drjînie  simple  ou  multiple. 

Soit  d'abord  s  une  intégrale  définie  simple,  relative  à  la  variable  œ,  et 


pn 


ise  entre  les  limites 


en  sorte  qu'on  ait 

.X 

(i)  s  =  kcfjc. 

Supposons  d'ailleurs,  dans  cette  intégrale, 

(2)  A-  =  f  (jc,  «,  (>,  w,...), 

M,  t',  (V,...  désignant  des  fonctions  de  a:  dont  la  forme  puisse  varier,  et  la 
lettre  f  indiquant  au  contraire  une  fonction  de  forme  invaiiable.  Il  suit  de  la 
formule (aS)  du  §  II  que,  pour  obtenir  la  variation  totale  de  l'intégrale  s,  il 
suffira  de  calculer,  i*^  la  variation  partielle  de  s  correspondante  au  chan- 
gement de  forme  des  fonctions  zf,  i>,  iv^...  contenues  dans  A%  et  par  consé- 
quent aux  variations  propres  de  m,  p,  îv,..-;  2°  la  variation  partielle  de  s 
correspondante  au  changement  de  valeurs  des  quantités  oc,  x,  et  par  cousé- 
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(82) 

quent  aux  variations  propres  des  limites  de  l'intégrale  ;  puis  d'ajouter  l'une  à 
l'autre  ces  deux  variations  partielles  de  s. 

Calculons  d'abord  la  première,  et  supposons  que  les  limites  x,  x  restant 
mvariables ,  on  change  infiniment  peu  la  forme  des  fonctions 

M,    V,   w,.... 
Nommons 

Ak,  As 

les  accroissements  infiniment  petits  de  k  et  de  ^,  correspondants  à  ce  chan- 
gement de  forme.  La  formule  (i)  entraînera  la  suivante 

s-hAs==J      {k-^Ak)dx, 
et  par  conséquent  la  suivante 

As  =    f     Akdx. 

Soit  d'ailleurs  i  l'accroissement  infiniment  petit  d'une  variable  indépendante 
dont  la  variation  serait  l'unité.  On  tirera  de  la  dernière  formule 

(3)  T=X''t''- 

Soient  enfin 

les  variations  propres  des  fonctions 

w,   ^,  ÎV,...; 

et  représentons  par  les  notations 

J\.k,    As 

les  variations  partielles  correspondantes  de  k  et  de  s.  En  faisant  converper  i 
vers  la  limite  zéro,  on  verra,  dans  la  formule  (3),  les  rapports 

converger  vers  les  limites 

é\k,  dis- 
et  l'on  aura,  par  suite, 


(4)  As  =z  p  Akc 


kdx. 


(83) 

D'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (i5)  du  §  IIÏ ,  la  variation  J\k  se  trouvera 
liée  aux  variations  propres 

des  fonctions  m,  p,  w,...  par  1  équation 

(5)  Jik  =  l\kAu  +  DJJ\i^  +  B.^kJiw  +.... 

Si  dans  la  formule  (4)  on  substitue  la  valeur  de  s  tirée  de  l'équation  (i), 
on  trouvera 

(6)  A  j^""  kdx  =  p  Akdx. 
On  peut  donc,  dans  une  expression  de  la  forme 

.X 

A  j      kdx, 

intervertir  l'ordre  des  deux  opérations  indiquées  par  les  signes  J\,  et  f. 

Cherchons  maintenant  la  variation  partielle  de  ^,  à  laquelle  on  se  trouve 
conduit  quand  on  fait  varier  seulement  les  limites  x,  x.  Pour  obtenir  cette 
variation  partielle ,  on  devra ,  dans  l'équation  (a),  considérer  comme  complète- 
ment déterminées ,  non-seulement  la  forme  de  la  fonction  f,  mais  encore  les 
formes  des  fonctions  u,  v,  w,....  Soit,  dans  cette  hypothèse, 

A^ 

l'accroissement  infiniment  petit  de  s  correspondant  aux  accroissements  infi- 
niment petits 

Ax,  Ax, 

des  limites  .x  et  x.  L'équation  (i)  entraînera  la  suivante 

/ix-l-Ax 
^^  H-  A.9  =    /  kdx. 

et  de  cette  dernière,  combinée  avec  la  formule  (i),  on  tirera 
-  Ax  /.x  H-  Ajc 


..X-t-ÛX  /.x-l-Z 

A.S  =:    i  kdx  —    / 


kdx, 


par  conséquent 

/-x-f-Ax  /1X  + A-.V 

/  hdx  /  hdx 

As  _  «^x Ax  _  ^.v  A.X 

Supposons  maintenant  que  l'on  fasse  converger  r ,  et ,  par  suite ,  les  accrois- 
sements infiniment  petits 

Aa>,    Ax 

vers  la  limite  zéro.  Alors,  en  désignant  par  â^s  la  vanation  partielle  de  s  cor- 
respondante à  rhypothèse  admise,  on  verra  non-seulement  les  rapports 

Ax      Ax      As 


converger  respectivement  vers  les  limites 

(^x-,    0*X,    0\i', 

mais  encore  les  rapports 

-A.-c  ^X  +  ÛX 

krix 


converger  vers  des  limites  qui,  eu  égard  aux  propriétés  connues  des  inté- 
grales définies,  seront  précisément  les  valeurs  de  k  correspondantes  aux 
valeurs  «y,  x  de  la  variable  x.  Si  l'on  représente  ces  valeurs  de  A'  par  les  no- 
tations (*) 

X  =  X       or  =  X 

alors,  en  posant  t  =  o ,  on  tirera  de  la  formule  (7)  l'équation 

(8)  o\s  =       l'ko^x    -       \  lia., 

(*)  Dans  un  Mémoire  qui  a  remporté  le  grand  prix  de  Mathématiques  ,  M.  Sarrus  observe , 
avec  raison  ,  qu'il  convient  de  joindre  aux  notations  adoptées  par  les  analystes  un  signe  de 
substitution ,  c'est-à-dire  un  signé  propre  à  indiquer  la  substitution  d'une  lettre  à  une  autre 
lettre.  Celui  dont  je  me  sers  ici  diffère  peu  du  signe  de  substitution  qui  a  été  adopté  par 
M.  Sarrus  ,  et  qui  est  un  trait  recourbé  en  forme  de  crosse,  à  la  droite  duquel  l'auteur  place, 
en  haut  et  en  bas ,  les  deux,  lettres  dont  l'une  doit  être  substituée  à  l'autre.  La  notation  nou- 
velle que  je  propose  se  prête  aisément  à  des  réductions  qui  permettent  de  rendre  les  formules 
plus  simples  et  plus  concises,  comme  on  le  verra  ci-après  dans  le  §  VII. 


(  85) 
que,  pour  abréger,  on  peut  écrire  comme  il  suit: 


X=:X  X=cc\ 


(9)  o\s  =    \âx       I     -   oV       I     JL 

D'ailleurs,  les  deux  valeurs  de  a^,  représentées  part»,  x  étant  deux  quan- 
tités qui,  dans  l'intégrale  s,  peuvent  varier  indépendamment  l'une  de  l'autre, 
et  indépendamment  des  formes  attribuées  aux  fonctions  «,  t^,  Wy  .  .  . ,  les 
valeurs  totales 

c?x,    â^ 

de  ces  deux  quantités  ne  différeront  pas  de  leurs  variations  propres 

Jlx,    c/lcc. 

Donc  l'équation  (9)  pourra  encore  s'écrire  comme  il  suit: 

(10)  &s  =  (jix'^T'^-  ^'^  ^T")^- 

Après  avoir  trouvé  les  deux  variations  partielles 

dont  la  somme  doit  fournir  la  variation  totale  â's  de  l'intégrale  s^  il  suffira  de 
combiner  l'équation 

(11)  as  =  Jis  -h   â^s 

avec  les  formules  (4)  et  (10)  pour  obtenir  la  formule  générale 

^=X  X=x\ 


^X  /  ^=:X  X=x\ 

(12)  ^s^         J\scijc~{-\Ax      I      —Ace      J     )  k. 

Supposons  maintenant  que  la  lettre  s  représente  une  intégrale  définie  dou- 
ble, relative  aux  variables x,^,  et  prise,  i'^  par  rapporta^  entre  les  limites 

jr  =  ^,  j  =  y; 

o."^  par  rapport  à  x  entre  les  limites 

x   =:  X  ^     JC  =   Xj 


(86)  ^^      ■     ■        •; 

en  sorte  qu'on  ait 

(i3)  s  =    r  r kdjdx, 

1,^,  y  pouvant  désigner  deux  fonctions  quelconques  de  la  variable  x.  Suppo- 
sons d'ailleurs,  dans  cette  intégrale, 

(1/4)  A'   =r   f   (X,  J^    M,    V,    W,,  .  .), 

u^v^w^...  désignant  des  fonctions  de  x,  J",  dont  la  forme  puisse  varier,  et  la 
lettre  f  indiquant  au  contraire  une  fonction  de  forme  invariable.  Il  suit 
de  la  formule  (i5)  du  §  II  que,  pour  obtenir  la  variation  totale  de  l'in- 
tégrale s^  il  suffira  de  calculer,  1°  la  variation  partielle  de  s  correspon- 
dante au  changement  de  forme  des  fonctions  m,  v^  w ..  .  .  contenues  dans  A:, 
et  par  conséquent  aux  variations  propres  de  m,  i^,  w,.  .  .  ;  2°  la  variation 
partielle  de  s  correspondante  au  changement  de  valeur  des  limites  x,  x,  et 
par  conséquent  aux  variations  propres  de  x,  x;  S''  la  variation  partielle  de  s 
correspondante  au  changement  de  forme  des  limites  z,^,  y,  considérées  comme 
fonctions  de  :r,  et  par  conséquent  aux  variations  propres  de^,  y;  puis  d'a- 
jouter l'une  à  l'autre  ces  trois  variations  partielles  de  s. 

Cela  posé,  en  nous  conformant  aux  notations  précédemment  adoptées  ,  dé- 
signons par 

Ak 

la  variation  partielle  de  k  correspondante  aux  variations  propres 
des  fonctions  m,  t^,  tv, . . .  ;  et  représentons  encore  par 

les  variations  correspondantes  des  intégrales 
Indiquons,  au  contraire,  à  l'aide  de  la  caractéristique 


S\  P  kdj,       J\  P  P  kdjdx  =  J[s 
londantes  des  intégrales 
I     kdjy         I      I     kdjdx  =  s. 


â„ 


(87) 
placée  devant  la  dernière  de  ces  intégrales ,  sa  variation  partielle  correspon- 
dante aux  variations  propres  cA.*,  cA.x  des  limites  « ,  x;  et  à  l'aide  de  la  carac- 
téristique 

^.> 

placée  devant  l'une  ou  l'autre  intégrale ,  sa  variation  partielle  correspondante 
aux  variations  propres  cTli^,  J\y  des  limites  if ,  y.  A  l'aide  des  raisonnements 
par  lesquels  nous  avons  établi  la  formule  (6) ,  on  prouvera  que  l'on  peut,  dans 
l'expression 


<As 


--Aj      \     kdjdoo, 


intervertir  l'ordre  des  opérations  indiquées  par  les  signes  Jl  et/,  de  manière 
à  transporter  successivement  la  lettre  A  après  le  premier,  puis  après  le  second 
des  deux  signes  d'intégration.  On  aura  donc 

'^ff^djdœ  =j^ JVpkdj.doc  =P  f  àXkdjdx; 

et,  par  suite,  la  variation  partielle  de  ^correspondante  aux  variations  propres 
des  fonctions  u,v,w^..,  pourra  être  déterminée  à  l'aide  de  l'équation 

(>5)  AsT=^  f     Ç"  c  kdjdœ, 

à  laquelle  on  devra  joindre  la  formule  (i5)  du  §  III,  savoir, 

(i6)  <hk  =  \),,kJiu  +  Vi,kAv  +  D,,kAw  +  .... 

Cherchons  maintenant  la  variation  partielle  représentée  par  &^s,el  corres- 
pondante aux  variations  propres  Jl-x,  cTlx  des  limites  -x,  x  de  l'intégration  qui 
se  rapporte  à  la  variable  x  dans  la  formule  (i3).  Gomme,  pour  déduire  cette 
formule  de  l'équation  (i),  il  suffit  de  remplacer  dans  le  second  membre  la 

Xy 
kdj,  il  est  clair  que  la  même  opération  transfor- 
mera le  second  nombre  de  l'opération  (lo),  de  manière  à  le  faire  coïncider 
avec  la  valeur  cherchée  de  ù^s.  On  aura  donc,  dans  le  cas  présent, 

(17) 


/         X  =  TL  JC=.x-\     ^y 

è,S=z\ATL      I       -A^      I      jj      kdj. 


(88) 

Quant  à  la  variation  partielle  de  s,  représentée  par  (^5,  et  correspondante 
aux  variations  propres  cTl^,  A.y  des  limites  -y,  y  de  l'intégp-ation  qui  se  rap- 
porte à  la  variable  y  dans  la  formule  (i3),  elle  se  déduira  aisément  de  la  for- 
mnle 

XX    ny 
/     kdfdx, 

dans  laquelle  on  pourra  encore ,  en  opérant  comme  dans  la  formule  (6) , 
transporter  le  signe  ù^^  après  le  signe  de  l'intégration  relative  à  x.  On  aura 
donc 

à^^s=  f  &^^  p kdj.dx. 

Mais  en  remplaçant,  dans  la  formule  (6) ,  l'intégrale  (i) ,  savoir, 

^  —  /     kdx, 
par  rintégrale 

Pkdj^ 

et  substituant  par  suite  la  caractéristique  ^^^  à  la  caractéristique  c^, ,  on  trou- 


Donc ,  on  aura  définitivement 


/-y  {    .r=y        j=v\ 


(,8) 


[J\,y    \     -ch^    \    Jkdx. 


Après  avoir  trouvé  les  trois  variations  partielles 

J{s,  c?,j-,  â^^s, 

dont  la  somme  doit  fournir  la  variation  totale  as  de  l'intégrale  s,  il  suffira 
de  combiner  l'équation 

(19)  as  —  Jis  -h  ^,s  -h  ^^^s 


(89) 
avec  les  formules  (i5),  (17),  (i8)  pour  obtenir  la  formule  générale 

X    ^y  /       x  =  x  x  =  .x\    ^y 

(20)  âs=  /     J''kdrdx    +    \Ax     I      -cA.x     I      M      kdj 

Uy    I    -^v    1    M-^^- 

En  général ,  soit 

(21)  s  =:  j      j      I     . ..  k..,  dzcljdx 

une  intégrale  définie  multiple,  relative  aux  variables  x,  JT,  ^,  ••  •,  et  dans  la- 
quelle les  limites  y,  y  peuvent  être  des  fonctions  quelconques  de  x,  les 
limites  r,  z  des  fonctions  quelconques  de  .v,  y ,  etc.  Supposons  d'ailleurs  dans 
cette  intégrale 

[9.1)  k  =  f  (x ,  j-,  -•,.••,«,  ^5  w^  •••)  ' 

?^,  i^,  tv, . . .  désignant  des  fonctions  de  jt,  j-,  z,  . . .  dont  la  forme  puisse  va- 
rier, et  la  lettre  f  indiquant,  au  contraire,  une  fonction  de  forme  invariable. 
Désignons  à  l'ordinaire  par 

les  variations  partielles  de  k  et  de  s  correspondantes  aux  variations  pio- 

pres 

JIh,  -A^,  cA.w,  . . . 

des  fonctions  u,  v,w,...  .  Enfin  soient 

o'  s  la  variation  partielle  de  s,  correspondante  aux  variations  propres  des 

limites  «,x; 
â  s  la  variation  partielle  de  s ,  correspondante  aux  variations  propres  des 

limites  ^,  y; 
r)  S  la  variation  partielle  de  s ,  correspondante  aux  variations  propres  des 

limites  »,  z; . . . 
etc. 

On  aura 

(•23)  ^s  ^  cP^.s  +  â,s  4-  â,^s  -h  «^,„>y  +  . .., 
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(90) 
la  variation  partielle  .1^  étant  déterminée  par  l'équation 

'^'^'^l  J^ f-'-k...dzdjdx 
que  l'on  peut  réduire  à 

et  la  valeur  de  é\k  étant 

Ajoutons  que  les  variations  partielles 

se  trouveront  déterminées  par  les  équations 


etc., 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  suivantes 


etc., 


(9'  ) 
desquelles  on  tirera,  eu  égard  à  la  formule  (lo), 

â^s=\Ax     I      -^é\x     \     )j     j     ...k...dzdj', 

(26)  i     "'^J,     ^^^     '     "^^^    '    V     ''k...dzdœ, 

o\s  =  /     lyiz     I     -Ji.     I     )...k...djda:- 

etc. 

En  substituant  dans  la  formule  (21)  les  valeurs  de 
As,  oV,  ÙJ,  ùj,... 
déterminées  par  les  formules  (24),  (26),  on  obtiendra  la  formule  générale 

(27)  oV  =  J'  J^  J  ...  c/U.  ..dzdjdx 

(         X=X  X=^x\     ^y    ^z 

4-Ux     I     -   ^"     I     / j     j     ■■'k...dzdj 

+  j    Vly    I    -^v    I    /j    ^■■k...dzdjc 

+  j     j     Uz     I      -  cTu     I      /  . . .  k. . .  ^^j: 


"If 
etc.. 


que  Ton  peut  encore  écrire  comme  il  suit 


(28)    ^s=    f    f     f   ...  cfik...dzdjdûc 

^X       *^'l^      «^i 

X=:X    pj    p,-L  X=^x    ^y     ^Z 

+  Jlx    I    j     j     ...k...dzdj-Ax    i     j    j     ,..L..dzdj 

+  j     chj     \     J     ,..k...dzdx-j    Jlx,     I     j     ...k...dzda: 

^x   ^y       z  =  z  ..X   ^y       z='. 

+    /      /     ^'U     I     ...k...djdx~  /     du      I       ..k...drda: 

^x     <^  ^x     J.j 


etc. 


(9-) 
Cette  dernière  formule,  dans  laquelle  chaque  terme  du  second  membre 
pourrait  être  calculé  séparément,  en  vertu  des  principes  exposés  dans  le 
§  II,  est  précisément  celle  qu'a  obtenue  M.  Sarrus,  dans  le  Mémoire  cou- 
ronné par  l'Académie  des  Sciences. 

§  VI.   —  Sur  les  diverses  formes  que  peut  prendre  la  variation  d'une  intégrale  définie  simple 
ou  multiple. 

Considérons  de  nouveau  l'intégrale  définie  multiple 

(i)  s= r  p  r  ...Â...dzdjdjc, 

dans  laquelle  on  a 

(2)  ^  =  f(œ,  j,  z,.  .  .  ,  u^  v^w,.  , .), 

les  limites  1^,  y  pouvant  être  des  fonctions  quelconques  de  «,  les  limites  z,  z 
des  fonctions  quelconques  de  ^,  'j ,  etc. ,  et  11.,  v^  u^.  . .  désignant  des  fonc- 
tions de  o?,^,  ^, .  .  .  dont  la  forme  puisse  varier,  tandis  que  la  lettre  f  indique 
au  contraire  une  fonction  de  forme  invariable.  Comme  la  valeur  de  cette  in- 
tégrale s  dépendra  uniquement  des  valeurs  des  quantités  .x,  x,  et  des  formes 
des  fonctions  de  :r,  j,  z,...  représentées  par  .j,y,  par-,  z,...  et  par  m,  t',  tv,..., 
il  s'ensuit  que,  dans  la  recherche  de  la  variation  totale  c>V,  on  pourra  se  bor- 
ner à  tenir  compte  des  variations  propres  des  quantités  représentées  par 

--,  ^;  'j,  y;  ^  ^;--- ,  ".  ^s  î*',-... 

En  opérant  ainsi ,  ou  obtiendra  une  valeur  de  es  composée  de  termes  dont 
chacun,  dépendant  d  une  seule  des  variations  propres 

pourra  être  calculé  séparément,  en  vertu  des  principes  établis  dans  le  §11; 
et  cette  valeur  de  as  sera  précisément  celle  que  fournit  l'équation  (28)  du 
paragraphe  précédent.  Alors  aussi ,  l'intégrale  ^^  étant  considérée  comme  une 
somme  d'éléments,  l'accroissement  partiel  de  cette  intégrale  correspondant 
à  des  accroissements  infiniment  petits  des  limites 

^,  X,  1^,  y,  z,  z,  ...  , 

sera  une  somme  d'éléments  nouveaux  qui  s'ajoutera  aux  éléments  primitifs 


(93) 
de  l'intégrale,  tandis  que  chacun  des  éléments  primitifs,  conservant  sa  valeur 
et  sa  forme,  continuera  de  correspondre  aux  mêmes  systèmes  de  valeurs  des 
variables  x^  y^z,. ,  .. 

Au  reste,  au  lieu  d'ajouter  à  l'intégrale  s  de  nouveaux  éléments  infiniment 
petits,  on  pourra  changer  infiniment  peu  la  valeur  et  la  forme  de  chaque  élé- 
ment. Pour  y  parvenir,  il  suffira  d'attribuer  aux  variables 

des  accroissements  infiniment  petits 

Ax,  AjTy   Az, .  .  . 

dont  chacun  pourra  être  fonction  de  x ,  j,  z  j .  .  .  et  de  l'accroissement  infi- 
niment petit  i  attribué  à  la  variable  indépendante  qui  a  pour  variatiou 
l'unité.  Gela  posé,  soient 

X,  Y,  Z,... 

les  variables  nouvelles  dans  lesquelles  se  transforment 

^■>    J"-)     ^5'    •   • 

quand  on  attribue  à  celles-ci  les  accroissements  A..r,  Aj\  Az, .  .  .  ,  en  sorte 
qu'on  ait 

(3)  X  =  X  +  AX,       Y  =  J  H-  Aj-,       Z  rr:  s  -+-  Az- ,  .  .  .  . 

Soient  encore 

A/(,     A^ 

les  accroissements  infiniment  petits  que  prendront  les  quantités 

/i  et  s 

lorsqu'on  changera  x  en  x  -h  Ax ,  j  en  j  +  Ar,  z  en  s  -h  Az-,  en  faisant  de 
plus  varier  les  formes  des  fonctions  u^  v^w^.  .  .  ^  et  posons 

K  =  A-  -+-  AA-. 
Dans  la  nouvelle  intégrale 

s  -\-  As  ^ 

la  fonction  différentielle  sous  le  signe  /se  trouvera  représentée,  non  plus 

par  le  produit 

k.  .  .  dzdfdx^ 


(94) 
mais  par  le  suivant 

K  ...  dZdYdX. 

D'ailleurs,  la  variation  totale  as  se  déduira  de  raccroissement  total  A^^  à  l'aide 
de  l'équation 

(4j  oV  =  Jim  —  • 

Observons  maintenant  que  l'accroissement  total  As  étant  celui  que  prend 
l'intégrale  s  quand  on  substitue  simultanément  la  variable  X  à  la  variable  x, 
la  variable  Y  à  la  variable  r,  la  variable  Z  à  la  variable  ",...,  enfin  la  fonc- 
tion K  à  la  fonction  A',  on  pourra,  en  vertu  des  principes  établis  dans  le  §11, 
calculer  d'abord  la  variation  partielle  de  s  relative  à  chacune  de  ces  substitu- 
tions, et  déduire  des  variations  partielles  des  sa  variation  totale  qui  se  réduira 
simplement  à  leur  somme.  D'ailleurs,  si  l'on  se  borne  à  remplacer  dans  l'inté- 
grale s  la  fonction  k  par  la  fonction  K,  on  obtiendra  une  nouvelle  intégrale 
dans  laquelle  la  fonction  différentielle  sous  le  signe  /  sera 

K.  .  .  dzdfdœ  =  {k  -h  AX) . .  .dz djdx. 
Donc  alors  la  nouvelle  intégrale  sera  réduite  à 

et  l'accroissement  de  l'intégrale  s  à 


r p  f\k-^Ak)...  dzdjdx. 


r  P  J    ...Ak...dzdfdœ. 


Mn  divisant  cet  accroissement  par  r,  et  faisant  ensuite  converger  i  vers  la  li- 
mite zéro,  on  verra  le  rapport 

converger  vers  la  limite  âk,  et  l'on  obtiendra  ainsi  une  variation  partielle 
de  s  représentée  par  l'expression 


*^.x     ^.o.     ^x 


.  âk.  .  .  dzdjdx. 


(95) 
Cette  expression  est  effectivement  la  variation  partielle  de  s  correspondante 
à  la  variation  totale  S'k  de  la  fonction  â. 

Concevons  à  présent  que,  sans  altérer  la  fonction  k^  on  se  contente  de  sub- 
stituer, dans  le  produit 

k...dz  (ly  clx^ 

à  l'une  des  variables  x,  j^  s,...  la  variable  correspondante  X,  ou  Y,  ou  Z,.... 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  substitue  Z  à  z.  Alors,  dans  la  nou- 
velle intégrale,  la  fonction  différentielle  sous  le  signe  /  sera 

k...dZdjdx  ... 

Si  d'ailleurs  Tintégralion  relative  à  z  est  celle  qui  s'effectue  la  première  dans 
l'intégrale  ^,  il  sera  facile  de  substituer,  dans  la  nouvelle  intégrale,  la  va- 
riable z  à  la  variable  Z,  et  pour  y  parvenir  il  suffira  d'observer  qu'en  laissant 
X,  j,...  invariables,  on  tirera  de  l'équation  Z  =  z  +  Az  cette  autre  formule 

dz  =  ;i  +  Y),^z)dz. 

Donc  la  nouvelle  intégrale,  rapportée  aux  variables  primitives,  renfermcia 
sous  le  signe  /  la  fonction  différentielle 

A  ( I  -T-  D^  Iz). ..dzdj  dx , 

et  se  réduira  simplement  à 

f  ff    •••^■(i  -hD,Az...dzdrdœ. 

Donc,  lorsque  dans  l'intégrale  son  substituera  Z  à  2,  l'accroissement  de  cette 
intégrale  sera 


f     Cf    .../cD,Az...dzdjda 


En  divisant  par  z  cet  accroissement,  et  faisant  ensuite  converger  t  vers  la 
limite  zéro,  on  verra  le  rapport 

D^,  =  D,  i= 

converger  vers  la  limite 

D^(?z, 


(96) 
et  eu  conséquence  l'on  obtiendra  une  variation  partielle  de  s  représentée  par 
rexpression 

f    f    f    ...k\yjz...dzdjdœ. 

Ainsi,  pour  former  la  variation  partielle  àe  s  correspondante  à  la  varia- 
tion totale  ^z  de  la  variable  z^  il  suffira  de  multiplier,  dans  l'intégrale  s  ^  la 
fonction  différentielle  par  la  dérivée  partielle 

DJz. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que,  pour  obtenir  la  variation  partielle 
de  s  correspondante  à  l'une  quelconque  des  variations 

âœ^  ^j\  ùz,...^ 

il  suffit  de  multiplier,  dans  l'intégrale  i-,  la  fonction  différentielle  par  la  dé- 
rivée partielle 

D^oV,     ou     Dyùj%     ou     D^.o'z,...; 

et  pour  lever  les  difficultés  que  l'on  rencontre  au  premier  abord  quand  on 
veut  étendre  la  démonstration  ci-dessus  exposée  à  toutes  les  variables  x, 
j\  z,...,  il  suffira  d'observer  que  dans  une  intégrale  multiple  la  fonction  sous 
le  signe/  ne  change  pas  quand  on  change  l'ordre  des  intégrations.  Telle  est, 
en  effet,  la  conclusion  à  laquelle  on  est  immédiatement  conduit,  en  considé- 
rant une  intégrale  multiple  comme  une  somme  d'éléments  qui  correspon- 
dent à  certains  systèmes  de  valeurs  des  variables  jr,  j',  z,...  auxquelles  se  rap- 
portent les  intégrations,  c'est-à-dire  à  des  systèmes  de  valeurs  de  .t,  j\  z,.  ■ 
compris  entre  certaines  limites. 

En  résumé,  les  variations  partielles  de  ^,  relatives  aux  variations  totales  des 
variables  jr,  j%  z,...,  sont  respectivement 


f  f  j'  ...k\)Jx...dzdjdx, 
f  f  f  ...k\yyùf...dzdjdx, 
f    r  r  ..,k\),^z..,dzdjdx, 


etc.. 


l  97  ) 
En  leur  ajoutant  la  variation  partielle  qui  correspond  à  la  variation  to- 
tale âk  de  la  fonction  A,  on  obtiendra  immédiatement  la  variation  totale  de  s, 
telle  qu'elle  est  donnée  par  la  formule  connue 


(5)      '  '^^     "     ^ 


i:a: 


.  k([)^âx-^D,âj  +  Xyjz-^...}  (Izdjdx. 


L'équation  (5)  n  est  pas  la  seule  que  l'on  puisse  substituer  à  l'équation  (.28) 
du  paragraphe  précédent,  dans  la  recherche  de  la  variation  totale  as.  Cette 
variation  peut  encore  être  présentée  sous  une  autre  forme  peu  différente  et 
que  nous  allons  indiquer. 

Si  l'on  nomme  \k\  la  fonction  de  :r,  j^,  2,  en  laquelle  se  transforme  la 
fonction  k  déterminée  par  la  formule  (2),  quand  on  y  considère  u,  c,  tv,... 
comme  fonctions  de^,  j,  s,...,  on  pourra  exprimer  la  variation  totale  o^A,  à 
l'aide  des  variations  totales 

de  ^,  j-,  z,...,  et  des  variations  propres 

des  fonctions  w,  p,  tv,...  Effectivement,  sil'on  remplace  dans  la  formule(23 
du  §  11  la  lettre  s  par  la  lettre  A,  on  trouvera 

j    ^k  r=  D,  [k]  r}jc  +  D,. [k]  o>  -h  D,  [k]  âz-h... 
^^  \         +D„Aca«  +  D,Ac/lc'-HD,,Acaw+...; 

puis,  en  posant  pour  abréger,  comme  dans  le  paragraphe  précédent, 

(7)  o\k=D,kJ{u  -\-DJ-cJ\i^+  D^^kAw  +..., 
on  obtiendra  la  formule 

(8)  âk  =  a\k-i-  D^[A]  o^œ  +  D^[A-]  âj  +  D,[AJ  âz  h-.... 
D'autre  part ,  si  Ton  désigne  par  les  notations 

[ko\vl     [kij],     [Uz],... 
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(98) 
les  fonctions  de  x,  j,  z,...,  dans  lesquelles  se  transforment  les  produits 

kèx,     kâj,     kâz,..., 

quand  on  y  considère  u,  v,  w,...  comme  fonctions  de  a:,  j,  z,..,,  on  aura 
identiquement 

IVi:,{k\èx  4-  kDJx  =  \)^\kèx'\, 
D^  {k\ èz  H-  AD, èz  =r  D,  {kèz\ 
etc.... 

Gela  posé,  on  tirera  de  l'équation  (5),  jointe  aux  formules  (8)  et  (9) , 

/  /.x   ^y    ^z 

\às^    \      /      /     ...Ak...dzdydx 
I  J^   J,i.   i/^ 

J         /-'^  /^y  /»2    , 

14-///    ...{D4A-o^a:]  +  D^.[/-dy]  +  D,[>tc?z]4-...}...^sr/j-^x. 

V  "^OC       ^Of     »^i 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

às=   Ç    f    f   ...  k...d\dzdydx 

^X      ^.J      ^x 

^x     y      z 
»^x    «/^  ./^ 

+  f''  f^  f\..D,[koy]...dzdydx 

*^x    *^y    ^'^ 

+  Ç  \   f  ...D,[kâz]...dzdjdx 


(II) 


Il  nous  reste  à  prouver  que  la  formule  (5)  ou  (i  i)  s'accorde  avec  la  for- 
mule (28)  du  précédent  paragraphe.  On  y  parvient  facilement  en  suivant, 
comme  nous  allons  le  faire,  la  marche  adoptée  par  M.  Sarrus  dans  le  Mé- 
moire déjà  cité. 


(99) 

§  VIL  —  Comparaison  des  formules  établies  dans  les  troisième  et  quatrième  paragraphes. 
Différentiation  d'une  intégrale  multiple,  relativement  à  une  variable  distincte  de  celles  aux- 
quelles se  rapportent  les  intégrations. 

Pour  pouvoir  aisément  comparer  entre  elles  les  formules  générales  établies 
dans  les  paragraphes  précédents,  il  est  d  abord  nécessaire  d'exposer  les  règles 
de  la  différentiation  d'une  intégrale  multiple  relative  aux  variables  j:,j-,  i,-- 
par  rapport  à  une  autre  variable  t.  Or,  ces  règles  se  déduisent  immédiate- 
ment de  la  formule  (27)  ou  (28)  du  §  V.  En  effet,  soit 

une  intégrale  multiple,  dans  laquelle  k  représente  une  fonction  donnée,  non- 
seulement  des  variables  ^,  j,  2, . ..  auxquelles  les  intégrations  se  rappor- 
tent ,  mais  aussi  d'une  autre  variable  t  ;  et  supposons  encore  que  ^ ,  x  repré- 
sentent des  fonctions  de  <;  y ,  y  des  fonctions  de  ^  et  de  i  ;  ^ ,  z  des  fonctions 
de  JT,  j',  t;  etc. 

Pour  obtenir  la  valeur  de 

ou ,  ce  qui  revient  au  même,  la  valeur  de 

il  suffira  de  chercher  la  variation  oV  de  l'intégrale  s,  en  considérant  t  comme 
seul  variable  dans  les  fonctions  représentées  par  les  lettres 

oc,  x;  -y,  y;^,  z;...,  A- 
puis  de  remplacer  chacune  des  lettres  caractéristiques  â,  A  parla  lettre  carac- 
téristique D,  dans  la  formule (27)  ou  (28)  du  §  V.  On  aura,  en  conséquence, 


(2)     D,i'=:    r  f     f   ..^T)tk...dzdjdx 

Jcc     ^.t^     ^. 

-^D.x'^'i^  r  r...k...dzdf-ï)r-^    I     ff,..L..dzdj 

-h    r   D,y     I      /    ...k...dzdx-J     D,.,     I    J    ...k...dzdoc 

X^      Y         z  =  z  /»x    /.y         2  =  » 

j     D,z     1    ...k...djda:-~J    J     D,.     |    ...k...djrdx 

4-  etc. 

i3.. 


(  loo  ) 

De  la  formule  (a)  on  peut  tirer  immédiatement  une  autre  formule  qui  sert  à 

la  réduction  d'une  intégrale  multiple  dans  laquelle  la  fonction  sous  le  signe  /se 

trouve  différentiée  par  rapport  à  l'une  des  variables  auxquelles  se  rapportent 

les  intégrations.  En  effet,  si  l'on  intègre  par  rapport  à  t  et  entre  les  limites 

1  =  1^       t  ~i 

chacun  des  termes  de  la  formule  (8),  alors,  en  désignant,  pour  abréger,  la 
différence 

t=\.  i  =  [ 

\    s   -     \     s 
par  la  notation  (*) 

t  —  t 
\    s, 


[*)  Cette  nouvelle  notation  ,  analogue  à  celle  dont  les  géomètres  se  servent  pour  représenter 
une  intégrale  définie,  permet  de  rendre  plus  simples  et  plus  concises  un  grand  nombre  de 
formules  d'algèbre  ou  de  calcul  infinitésimal.  Ainsi ,  par  exemple,  en  vertu  de  la  notation  dont 
il  s'agit ,  la  formule 

f     D,^/r/x  =  f(x)  — f(.x), 

dans  laquelle  on  suppose  «  =  f  (.r) ,  sera  réduite  à 

/      D ,  udx=^     I     u  ; 
pareillement  la  formule 

J    J"   D,D,«^^^a:  =  f(x,y)_f(x,  y)_f(.v,y)4-f(-,  .^),. 
dans  laquelle  on  suppose  //  =  f  (:f,  y),  sera  réduite  à 

/ïX      />V  X      V 

J     j  '   D^\y,udydx=    I     \    u; 
pareillement  encore  la  formule 

-  f  (.X-,  .^,  .)  -  f  (.-,  y,  z)  -  f  (x,  .,,  z)  -  f  (X,  y,  .)  . 
dans  laquelle  on  suppose  u  =:f(x,y,  z),  sera  réduite  à 

/x     ^y      /,Z  X=X):=V^=:Z 

/      /    D.D,D.,„u=       I  r        I   u: 


(   loi   ) 
on  trouvera 


t=t  nt     /»X    /»y    pZ 

\    s=  I      /      ;     ...DX-'dzdjdxdt 

t  =  \.         ^i      *^x     *^u    •^t 

D.X      1       y  }^      ...k...dzdydt-y      D,a:       I       y      J       ...k...dzdydt 

+  f   [^dJ~\^  r  ...h..dzdxdt-j   /  D,i^    T'^J   ...k...dzdxdt 
_l_  r^  r  P  D,z~\^  ...k..,drdxdt—  f  J    D.^     1     ...k...djdxdt 


-H  etc., 

et  par  suite,  eu  égard  à  la  formule (i), 

«  =  t    ^x   ^y   pL 
j      ...D.k...  dzdydxdt  = 

^y 


(4)  r  r  r  r ...î),k...dzdjdxdt=  \  f  f  f  .■■fi---dzdrdxdt 

D<x     1       /       /     ...k...dzdydt-\-j     D,.v     I     j     j      ...k...dzdydt 

t   ^x       r=y  /./^  /"t  r^      <^  =  '^  r''^ 

_/       /    D,y     1  '    /     ...k...dzdxdt^\     J     ^^"i     \     j      "h...dzdxdt 

Xt    /'X    /-y       z  —  z  M    /^x    />y       z  =  - 

/       /     D,z     I     ...k..,dydxdt+\     j     j     D,.     1     ...k...djdxdt 


D'ailleurs,  il  est  clair  que  les  deux  dérivées  D^x,  D^oc  seront,  avec  x  et  a,  des 
fonctions  de  la  seule  variable  t  ;  que  pareillement  D^ y,  D^  .j  seront  avec  y  et  y 
des  fonctions  des  seules  variables  /,  x;  que  D,z,  D^^  seront  avec  z  et  ^  des 
fonctions  des  seules  variables  t,  x,j,  etc.  Donc  la  formule  (4)  pourra  en- 
core s'écrire  comme  il  suit  ; 


(    I02    ) 

^t  px    py  pT  t=t    /»x    /»y    /.z 


J^i    /'X    /.y   ^7.  /=t    /,x    /.y    /.z 

/    J       /     ...h...dzdydxdt=:     \  ...h...dzdydxdt 

rt^=x   /^y    /»z  />ta7  =  x   /^y    /»z 

I       /      /     ...hD,x...dzdjdt-^  I       /  ...kD,x...dzdjdt 

1     '     I       /    ...kD,y...dzdxdt-h         /  I       /     ...fcD,-l^..c^^4r^^ 

ft    /.x    /»y  ^  =  z  /»t    /»x    /»y  z  =  c 

—  etc. 
L'équation  (5)  permet  de  réduire  facilement  la  formule  (i  i)  du  §  Vï  à  la 
formule  (28)  du  §  V.  En  effet ,  si ,  dans  l'équation  (5) ,  on  substitue  à  la  va- 
riable t  l'une  des  variables  ^ ,  j",  z, .  . . ,  et  à  la  fonction  k  l'un  des  produits 

kâx,     kâj;     kâz; 
alors ,  en  désignant  par  les  notations 

[A-o\r],     [kâj],     [kâz], 
placées  à  la  suite  des  caractéristiques  D^.,  D^,  D^,. . .  ,  les  dérivées  partielles 
de  ces  produits,  considérés  comme  fonctions  de  seules  variables  j:,  j',  z  , . .  . , 
on  trouvera  successivement 

/x    /»y    />z  x  =  x    /*y    /^z 

/       /     ...D^[kâx]...dzdfdx=     I       /       /     ...■kdx...dzd,y 

—  \  ...hT>^yâx...dzdx-h  j       /     ...kD,^^âx...dzdx 

fx    pyz  =  z  /»x    /»yz  =  i 

r       I      ...kT),zâx...djdx-h  /         I     ...kD,^âx...dydx 

—  etc..  5 
/    ...D.[kâr]...dzdy=z'^    I       /     ...kâr...dz 

n'yz  —  z  /^y 

—  /  I      ...  A  D,z  <?/...   dy  +  I 
etc.-, 

Ç  ,..D,\kàz\ 


ryz  —  z  Cl^  —  - 

'         '  -      '         '     ■    '       I    ...kD^.ôr...d) 

-  etc.. 


'\...dz=     I     ...kâz  —  etc.... 


(io3) 
D'autre  part  on  aura 


K    ^y  ^z  x==3x  ^y  ^7.  u,==zx   /.y   /»^ 

/     /   ...Ux...dzdy=     I      /     /   ...kâJC.dzdj-     j      /     f    ...k^Jc.dzdj, 

(^)/       I      j     ..Jioy...dz=      1     j     ...A-dy...r/z-      I     j     ...kèjr...dz. 


j     .../cc?z=     I     ...Â:c?z-     !     ...kâz, 
etc.... 
De  plus ,  dans  la  recherche  des  quantités 


X  ^y   /.z  x=:x  ^y  pZ 

j     j    ...kùx.,.  dzdj^  I       I      /    ...kùx...dzdjr. 


qui  représentent  les  valeurs  de  l'intégrale 

^y  r^ 


J!      1     ...kùx...  dzdj. 


correspondantes  aux  valeurs  ce  et  x  de  la  variable  j:,  on  pourra,  en  considé- 
rant cette  intégrale  comme  une  somme  d'éléments,  commencer  par  réduire, 
dans  chaque  élément,  le  facteur  oV  du  produit 

à  la  valeur  oV  ou  o\x  que  prend  ce  même  facteur  pour  x  —  x  ou  pour  x  z=x. 
Une  remarque  semblable  étant  applicable  aux  intégrales  de  la  forme 


j\..koy... 


dz.  etc. 


on  pourra  aux  formules  (7)  substituer  les  suivantes 

•^  =  "X     pj     /»Z  X  =  X    ^y    pZ  X=:x     „J        L 


^\_    J    J    ...kâx...dzdj=     1     j    J   ...kàx...dzdj-.     I     j    j    ..Mx...dzdj, 
(8)/      I       /     ...kej..dz=      I      /     ...Ad^y...r/z-     I      /     ...  A(?.^  ..  ^z, 


I  ^  =  z  z  =  z  Z  =  - 

I    ...A(?z...==    I     ...k&L-    I    ...AdV, 
etc.. 


(  io4) 
En  vertu  de  ces  dernières,  jointes  aux  équations  (6),  la  formule  (i  i)  du  §  IV 
donnera 


•'dx 

X=:c     ^y 


(9)     &s  =J    f    f  ...Ak...dzdj 

^      ^     j    j    ••.kâx.,.dzdj~      I     j    J    ..,kâx...dzdj 

+  j        I      /    ...k{âY-D^yâœ)...dzda:-  |      /    ...k{&j-'D^.jâx).. 

-T-   /      /         I    ...k{âz-D^z^x-^D^zoy)...dj-djs-etc. 


dzdx 


Enfin,  puisque  .v  et  x  sont  indépendants  de  .27,  ^,  z,...,  tandis  que  i,  et  y 
sont  fonctions  de  x,  ;t  et  z  fonctions  àe  x^  y  ^  etc.. ,  il  suit  des  principes  éta- 
blis dans  le  §  II  que  les  variations  totales 

ùx,  H,  cJ^y,  o'y,  o\,  c?z,... 
des  quantités 

.X,  X,  .^,  y,  .,  z,... 

sont  liées  à  leurs  variations  propres 

Jlcc,  cTlx,  cTiif,  cA,y,  cA.*,  cTlz,... 
par  les  formules 

!Ùx=zAx,  d^xincTlx, 

^z  =  J\ ^  +  D^z (j^x  +  D^  c û|>',      c?z  =  Jl z  +  D^zâx  -f-  D^,,z c^;-, 
etc.,  etc.... 

Donc  l'équation  (9)  pourra  être  réduite  à  la  suivante  : 


(   »o5  ) 
(i  r)     &.s-=   C    C'    C\,,  é\k...  dzdjdx 

4-    I    j   j  ,..kJ^.x...dzdr  -   1   j  j  ...kJ\.....dzdr 

-^  \  ...kAy.-.dzdx  -j         I    j    ...ké\..^...dzdx 

^ff  ^T'.--  A;c/lz...  ^/j^jf  _  JY^"  '...  /:J^.-..  rfr^^^ 

+  etc.... 
U  y  a  plus;  comme  les  variations  propres  des  limites  tVimc  intégrale  nuil- 
tiple.  étant  dues  au  seul  chanfjement  de  forme  des  fonctions  qui  représen- 
tent ces  limites  seront  nécessairement ,  d'autres  fonctions  de  même  nature,  il 
en  résulte,  i"  que  les  variations  propres 

seront,  avec  x  et  x,  indépendantes  des  variables  .r,  j-,  z,...  ;  2°  que  les  va- 
riations propres 

Jl,H  cTly 

se  réduiront,  avec  .|  et  y,  à  des  fonctions  de  x;  3"  que  les  variations  propres 

JU,  Jlz 

se  réduiront,  avec  ^  et  z,  à  des  fonctions  de  x,  j",  etc....  Donc  la  formule  (11) 
pourra  être  réduite  à  la  suivante 

(12)     ^s  =  I     ff   ...éik...dzdjdx 


-f-JU     I      jj    ...k...dzdy-éu     I       Ij    ...k...dzdj 
c^^y     I     j    ...k...dzdjc-j     oTly     (     j     ...k...dzdx 

XX     /»y  Z  :=  Z  ^X    ^V  Z=i 

j     </lz     I     ...k.,.djdx-j    j'c/U     I    ...k...djdx 

+  etc., 
c  est-à-dire  à  la  formule  (28)  du  §  V. 

Et.  d'An,  et  de  Ph.  math.,  T.  UI.  (28<=   lirr.)  l4 


(   io6  ) 

§  VIII.  — Sur  la  variation  partielle  qui,  pour  une  intégrale  définie,  simple   ou  multiple  , 
correspond  aux  variations  propres  des  fonctions  renfermées  sous  le  signe  J . 

Soit,  comme  dans  le  §  V, 
(i)  s=  f   f'    j  .,:k..,dzdjdx 

une  intégrale  définie  multiple,  dans  laquelle  on  ait 

(2)  k  —  ï{x,  y,  r,.  . .,  M,  y,  w,.  . .), 

les  limites/ij,  y  pouvant  être  des  fonctions  quelconques  de  x,  les  limites  z,  z 
des  fonctions  quelconques  de  j:,  J"^...',  et//,  f,  (P,...  désignant  des  fonctions 
de  X,  jf  Zy.  dont  la  forme  puisse  varier,  tandis  que  la  lettre  f  indique,  au 
contraire,  une  fonction  de  forme  invariable.  Si  l'on  nomme 

cf[k     et     As 

les  variations  partielles  de  j- et  de  A,  correspondantes  aux  variations  propres 

des  fonctions  11,  i>,  w,...;  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (24)  du  §  V, 

(3j  J\s  =    f     f     f  ..Ak...c/zdjr/jc, 

la  valeur  de  J\k  étant 

(4)  chk  =  D„  k  Au  +  D,  k  Av  +  D„ A-  éiw  -+-.... 

Or,  en  général,  dans  les  problèmes  dont  la  solution  est  l'objet  du  calcul  de- 
variations,  les  fonctions 

u,   V,   w, 

que  renferme  l'expression  f(j:,  J',  z,...,  m,  v,  tv,...),  ne  sont  pas  toutes  in- 
dépendantes entre  elles,  et  plusieurs  de  ces  mêmes  fonctions  se  déduisent 
des  autres,  à  l'aide  de  différentiations  relatives  à  ^,  à  )-,  à  z,  etc.  Cela  posé, 
l'expression 

f(.T,  jr,  z,...,  Il,  (',  u',...) 

devra  être  censée  renfermer  généralement,  a\ec  certaines  fondions, 
II,  P,  w,..., 


(    «o?  ) 
dont  les  formes  poiirioiit  varier  arbitrairement ,  les  dérivées  partielles  de  ces 
fonctions  par  rapport  à  x,  j,  2,....  Soit  r  lune  quelconque  de  ces  dérivées, 
en  sorte  qn'on  ait ,  par  exemple, 

(5)  r  =  DiD;B:..M. 

La  fonction  r  se  réduira  simplement  à  la  fonction  u,  lorsque  les  nombres 
entiers  /,  m,  n^..  se  réduiront  à  zéro  ;  et  le  second  membre  de  1  équation  (4) 
se  trouvera  représenté  par  une  somme  de  termes  de  la  forme 

mais  relatifs,  les  uns  a  la  fonction  u,  les  autres  aux  fonctions  (^,  vv\...,qu'\ 
pourront  être  successivement  substituées,  dans  la  formule  (5),  à  la  fonction 
a.  En  conséquence  ,  on  pourra  écrire  1  équation  (4)  comme  il  suit 

(6)  A^^  =  2D.A:Jl/-  +  etc., 

ic  signe  ^  indi(|uant  une  somme  de  termes  delà  même  forme,  et  relatifs  à  la 

même  fonction  u,  mais  à  divers  systèmes  de  valeurs  des  nombres  entiers 
/,  m,  n,....  Si,  pour  plus  de  commodité,  Ton  pose 

D,A  =  R, 

l'équation  (6)  se  trouvera  réduite  à 

i-j)  Ak  ='^B.Jir  -h  etc. 

Concevons   maintenant  que,   la   valeur  de  r  étant  déterminée  par  la  tor- 
nmle  (5),  on  nomme 

A«,   A/ 

les  accroissements  infiniment  petits  de  it  et  de  r,  dus  seulement  à  un  chan- 
gement de  forme  de  la  fonction  u,  et  correspondants  à  l'accroissement  infi- 
niment petit  £  d'une  quantité  dont  la  variation  serait  prise  pour  unité.  La  for- 
mule (5)  entraînera  l'équation 

r  -f-  A/-  =  DiD:"D:...  [u  -f-  Au\ 

et,  par  suite,  l'équation 

Ar  =  I)tD;'D....A;<. 

14. 


(  io8) 
de  laquelle  on  tirera,  en  divisant  les  denx  membres  j-ar  j, 

^  =  D:D;■I)^..^. 

Si,  dans  cette  dernière,  on  fait  converger?  vers  la  limite  zéio,  on    verra 
les  rapports 


converfjei'  vers  les  limites  correspondantes 

Jir.     J'iu, 
et  l'on  trouvera  définilivement 
(8)  Ar  =  DiD;!y):...JM. 

Au  reste,  la  formule  (8)  peut  se  déduire  directement  d  un  piincipe  ptécedeni- 
ment  établi  [voir  le  §  IV],  et  en  vertu  duquel  ou  peut  intervertir  arbitrai- 
rement l'ordre  des  deux  ou  de  plusieurs  opérations  indiquées  par  des  caracté- 
ristiques qui  servent  à  exprimer,  les  unes  des  variations  partielles,  les  autres 
des  dérivées  partielles.  En  effet,  en  vertu  de  ce  principe,  on  anra 

(9)  J\.B'T);'D:...u  =:  T)in;T)':..j\u: 

et,  par  suite,  la  formule  (5)  entraînera  la  fonuule  (8;. 

Si  l'on  substitue  la  valeur  de  Jlr,  déterminée  j^ai-  la  formule  (8  ,  dans  lé- 
quation  (7),  on  trouvera 

(10)  M=^f^D',D;''iy:...é{H-h-  etc.: 
puis,  eu  éfjard  à  celte  dernière,  on  tirera  de  la  fornude(3) 

(11)  chs=  j     f^f'    .^t{iyjy;^):...rJlu...cizdjdT-i-eu., 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

r^  /•>   /'^^ 

(12)  J\.s='^J     j     J    .,A\iyjy;îy:...rM...dzrij  (/a  -t-  etc. 

Si  les  variables 

or,  J,  z-,... 


(  ^o9  ) 
se  réduisent  à  une  seule  x,  on  aura  simplement 

(l'i)  J\s  =  2  /   l^ï^^^^"^-^'  -^  ''^<"' 

iJaiis  chacune  des  équations  (12),  (i3),  nous  n'avons  mis  en  évidence  que 
la  somme  des  termes  relatifs  à  la  fonction  u.  Les  autres  sommes,  qui  de- 
vront être  ajoutées  à  celles-ci,  seront  de  même  forme,  mais  relatives  auv 
fonctions  i^,  w, 

Il  importe  d'observer  que,  dans  la  plupart  des  termes  (jui  composent  les 
seconds  membres  des  équations  (12)  et  (i3),  les  variations  propres 

Jlw,  .  <Ai^,     cTltv,..., 

des  fonctions  u,  i^,  iv,...,  se  trouvent  enga^jées  sous  les  si^jnes  caractéris- 
tiques D^,  D^.,  I).,....  Mais  on  peut,  à  l'aide  d'intép^rations  par  parties,  faire 
en  sorte  que  ces  mêmes  variations  soient,  dans  chaque  intégrale  simple  ou 
multiple,  débarrassées  de  quelques-unes  des  caractéristiques 

D„   D^,  IX,..., 

savoir,  de  celles  qui  indiquent  des  différentiations partielles  relatives  aux  va- 
riables par  rapport  auxquelles  les  intégrations  s'effectuent.  C'est,  au  reste,  ce 
que  nous  expliquerons  plus  en  détail  dans  le  paragraphe  suivant. 

§  IX.  —  Sur  les  réductions  que  l'on  peut  effectuer,  à  l'aide  d'intégrations  pat  parties,    dans 
1rs  variations  d'une  intégrale  définie,  simple  ou  multiple. 

fiCs  réductions  qui  sont  l'objet  de  ce  paragraphe  se  déduisent  aisément 
de  quelques  formules  très-simples,  que  nous  allons  rappeler  en  peu  de  mots. 

Concevons  d'abord  que  l'on  représente  par  A'  une  fonction  des  deux  va- 
riables X,  ^;  et  nommons  \k\  ce  que  devient  k  quand  on  y  pose 

j  =  y. 

y  étant  une  fonction  donnée  de  x.  On  aura  identiquement 

j— y 

et  la  valeur  de  la  dérivée 

sera  fournie  par  une  équation  analogue  à  chacune  des  formules   i/j)  du  ^111. 


(    iio  ) 
Effectivement,  cette  valeur  sera 

pourvu  que  dans  chacune  des  quantités 

D,>t,  D^y^,  D,j, 
on  pose  j  =  y.  En  d'autres  termes,  on  aura 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  puisque  D^y  est  indépendant  de  j. 

il)  l^.r    \    k  =     \    D^k  -h     \    B^xB^j. 

Pareillement ,  si  Ton  pose  j  =  ij,  y  désignant  une  nouvelle  fonction  de  se, 
la  valeur  de  X-,  correspondante  à  la  valeur  y  de  j,  sera 

I    k, 

et  Ion  auia  encore 

(2)  D^    \    k  =     \    D^k  +     I    D.JcD^.,. 

Enfin,  si  Ton  combine  entre  elles,  par  voie   de  soustraction,  les  formules 
r")  et  (2),  alors,  en  ayant  égard  à  l'équation  identique 

.r  =  y       j=v      j=v 

\     k  -     \     k  =     \    k, 

on  trouvera 

y=\      J  =y  j=y  J=v 

3)  D^     1     A'  r=     I     B^k  -+-     I     D,.AD^y  -     |     D^/tD,.,. 

Supposons  à  présent  que,  dans  les  formules  (i)  et  (u)  du  §  VII,  ou  réduise 
les  variables  t,  >r,  j,  z,...  à  deux.  On  tirera  de  ces  formules,  en  remplaçant 
t  par  X  ei  X  par  j. 

::4)  B,j'kdj=J    DJdy^     I     A^D^y-      |     /^D,,,. 


(  ..I  ) 

il  est  boji  d'observer  que,  si  les  fonctions 
A  et  D^A 

sont  des  fonctions  continues  de  j  entre  les  limites  y  =  y,  ^  =  y,  il  suffira 
de  remplacer,  dans  la  formule  (4),  A  par  D^.A,  pour  reproduire  immédiate- 
ment la  formule  (3), 

Concevons  maintenant  que,  k  étant  une  fonction  des  variables 

.r,  jr,  2,..., 

on  représente  par  ^^  et  y  deux  fonctions  données  de  x  ;  par  c  et  z  deux  fonc- 
tions données  de  x,  y^  etc.  Désignons  d'ailleurs  par 

#■       nA, 

on  l'expression 

jz=y    Z  =  1 

I  I     ...A-, 

y  =  y  z  =  ^ 

ou  l'une  de  celles  qu'on  en  déduit  quand  on  remplace  quelques-unes  des  opé- 
rations qu'indiquent  les  signes 

y=y        z=z 

I     ,         I     ,  etc., 

J  =  V       ^='- 

par  des  intégrations  effectuées  relativement  à  j^  à  z,  etc.,  entre  les  limites 
écrites  au-dessous  et  au-dessus  de  ces  mêmes  signes;  en  sorte  que  la  seule 
caractéristique 

indique  un  système  d'opérations  auxquelles  on  doit  soumettre  successivenienl 
la  fonction  k.  Alors  n  A  représentera,  i"  si  les  variables  .r,  j\  r,...  se  réduisent 
à  une  seule  variable  ^r,  l'une  des  deux  expressions 

I     A-,      /    kdx; 

2°  si  les  variables  .r,  ^,  z,...  se  réduisent  à  deux,  .r,  j-.  l'une  t\eA  quatr*' 
expressions 


.7=  y    -  =  z  r=:y     ^y  ^y    z=x  y   ^/, 


fy^ 


(   111  ) 

Dans  tous  les  cas,  on  déduira  aisément  des  toi  mules  (3)  et  (4)  la  valeur  de 
]a  dérivée  D^-nA*.  Ainsi,  en  particulier,  comme  on  tirera  successivement  de 
la  formule  ['d>) . 

y  =  j    Z=^-/.  J  =  y      2=z  j=yz  =  z,  y  =  M      2  =  2 

D,    I  \    k  =.     {"D,    \    k  -i-      \         I     kD^j-     \    Dy    I    A-D,y, 

et 

1),     j     k  =z^  \    D,k  -f-"  I     IhkD^z  ~     I  'd,AD,., 
on  eu  conclura  définitivement 
(5^^      D,    i  ^      \    k  =    \        I    \)^k 

-^     !  ^D,.    i     A:D,y   -      I     D^    I    AD,,, 


-f-     j  '      I     r),AD,,z-      I         i    D,AD.^.. 


Au  contraire,  on  tirera  de  la  formule  (4) 

^V    />z  y       z 


.,dz 


6>  D,   r   f   kdzdy  =  r   CD.kdzd)- 

-^     !     j    k\),,jdz  -     \    j    AD., 

,,i  ^y  Z  =  Z  ^yz=:zz 

^  I     AD,z^/j-    /        j    kB.^^dr. 

Enfin,  on  tirera   de  la  formule  (3),  combinée  avec  la  formule  (4),  nou- 
seulement 

7)  D,    I  kdzr=     \       /    D^kc/z 

^     i     dJ     AD^yc^r  -     I     i)J     kD^.jdz 

:y  =  yZ  =  Z  J=zyz~: 

^     I         !    AD.,z  -     I         i    AD,,. , 
r  =  y  r=  ■/ 


r  ii3  ) 

mais  encore 

,,.y  z  —  r.  V  2  =  z 

(8.  O,  /         I     kdy^  j        I     D,A^j 

( iéuéialcment,  eu  vertu  des  formules  (3)  et  (4 ,,  La  dérivée  (te  uk,  relative  à  x, 
ie  compose)  a  de  plusieurs  termes  dont  on  obtiendra  le  premier  en  rempla- 
çant, sous  les  signes  j  ou  I  ,  la  Jonc  tionk  par  sa  dérivée  \),J<.  Les  autres  tenues 
se  grouperont  deux  à  deux,  de  telle  sorte  cpie  les  divers  groupes  correspon- 
dront aux  diverses  variables  y,  z,...^  distinctes  de  x,  et  que,  dans  chaque 
groupe,  les  deux  termes  précédés ,  l'un  du  signe  +,  l'autre  du  signe  —  , 
correspondront,  luji  à  la  limite  supérieure,  l'autre  à  la  limite  injérieure 
d'une  même  variable,  ajoutons  que  les  divers  termes  seront ,  aux  signes 
près,  de  mêmes  formes;  et  que,  pour  obtenir  lun  d'eux,  par  exemple  le 
terme  correspondant  à  la  limite  supérieure  y  de  la  variable  j,  on  devra , 
en  vertu  de  la  formule  (3)  ou  (4),  substituer,  dans  la  valeur  donnée  de  7lk, 
le  produit  AD ^7-  à  la  fonction  A,  en  remplaçant  ou  le  signe 

.)  =}'  r=y 

I  par  I       l>n 


ou  Ip  vane 


f: 


et  supprimant  d'ailleurs,  dans  le  second  cas,  la  différentielle  dj. 
On  pourrait  concevoir  que,  dans  la  caractéristique  [Z,  le.-»  signes 

I    ",  1      ,..- 

fussent  modifiés  séparément  ou  simultanément,  de  telle  sorte  que  le  premier 

>=y 
se  trouvât  réduit  à  un  signe  de  la  forme     |     ,  ou  le  second  à  un  signe  de  la 

z  =  z 
forme      [     , ... .  Alors,  dans  la  valeur  de  D^C  A,  calcidée  à  l'aide  de  la  règle 
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•    i  «4  ; 

qlie  nous  venons  d'énoncer,  on  devrait  réduire  a  un  seul  les  deux  termes 
correspondants  aux  deux  limites  d'une  même  variable,  et  conserver  seu- 
lement, dans  le  premier  cas,  le  terme  correspondant  à  la  limite  v  de  la 
variable  j-,  dans  le  second  cas  le  terme  correspondant  à  la  limite  z  de  la 
variable  r,  etc.... 

La  dérivée  D^-nA",  calculée  couïme  nous  venons  de  le  diie,  se  coniposeia 
{généralement  de  termes  dont  chacun  sera  de  l'une  des  formes  que  Tifc  pour- 
rait prendre,  à  cela  près  que  la  fonction  k  se  trouvera  remplacée  par  une 
antre,  et  que  la  lettre  (\Tractéristique 

D,     ou      1),.,... 

pouria  se  trouvei-  interposée  entre  deux  signes  de  substitution  ou  d'intégra- 
tion. Mais  il  est  bon  d'observer  que,  dans  ce  dernier  cas,  on  pourra,  en  re- 
courant de  nouveau  à  la  formule  (3)  ou  (4),  se  débarrasser  de  toute  caracté- 
ristique D,.  ou  D,,...  qui  précéderait  un  ou  plusieurs  signes  de  substitution  ou 
d  intégiafion.  Ainsi,  par  exemple,  pour  se  débarrasser,  dans  la  l'ormule    5;. 

de  la  caractéristique  D^  qui  précède  le  signe      |     ,   il  suffira  d"ohs<M  ver  (|ii<r 

i  on  a,  en  vertu  de  la  formule  (3), 


!^t  par  siiite 


1       l\     I     'Al),y  ^"      i       ^   j    ^  D,/xl),y 


(9) 

I     i^>      I     /^- '>.',)=-      1         I     D>.AD,., 

+  ^     !  '       I     l).A!)>./i)..,  -     r       I     l),AD,.  {),y. 

Pareillement,  pour  se  d('barrasst'r,   dans  la  foruude  (7),  de  la   caractéris- 
tique D^.  qui  précède  le  signe  d'intégration    /     .  il  suffira  d'observei'  que  l'on 


(  1 1 5  ) 
a  .  en  vertn  de  la  tormiile  (4  j 


ï),    r    kHz--.--    f    l\kc(z--      i      AI),z-      i      AI),., 
et  par  suite 

i      I),  I    k\),,yffz-^-      I      /     r),AI),y.Y- 

-  r        (      AD//J),y  -^     '  ■         :     AI),-.r),,y. 
i      D,  /     /;rtv/^--     !       I     D,AI),\v/i. 

-  ■     ■:''*"!     A-D^zD,  ., -■     !  ■        i     X-D,.!),.,. 

A  laide  de  semblables  opérations,  répétées  autant  de  lois  qu'il  sera  néces- 
saire, on  finira  évidemment  par  obtenir  une  valeur  de  D^'jk  composée  de 
termes  dans  chacun  desquels  les  signes  de  substitution  ou  d'intégration  ne 
seront  plus  jamais  séparés  les  uns  des  autres  par  l'une;  des  caractérisîiqueN 
Dj,,  D-,....  On  trouvera  ainsi 

(il)  D^nA  :=r  [jl|,A:-i-n,/-, -f-G>., -+-... • 

en  désignant  par 

A-,.     A  

des  fonctions  rationnelles  de 

A,  i),k,   D,Av  . 
et  de 

D^y,  D^z D^z    .  , 

qui  seront  linéaires  par  rapport  a 

A,  D,A,  D,A: 
tandis  que  les  caractéristiques 

désigneront  des  systèmes  d  opérations  pareils  à  celui  qu'indique  la  caracté- 
ristique G,  à  cela  près  que  dans  le  passage  de  D  àn^,  ou  à  a,,.*-  on  pourra 

i5. 


(   n6  ) 
jemplacer  quelques  opéralioiis  par  fi  autres  ,  eu  subslituant ,  par  exemple,  au 
signe 

ou  bien  au  sifjn<* 


1  MU  (les  deux  sijone 


I  ,     -  i  , 


et  siippriniaut  dans  le  .seeond  eas  la  difféi-entiellc;  dj.  Ajoutons  que,  daii^ 
\e=>  expressions  G^k^,  ^,J^„->  f^tc.,.,  la  dérivé*;  Dyk  se  trouvera  toujours  pré- 
cédée de  l'un  des  signes 

,)=y     ,)■=  Il 
!  ,  !  , 

et  jamais  eujja^jée  sous  le  si{>n«;    /     d'une  intégration  relative  à  la  variable  j  ; 

*  'J 
(jue  pareillement  la  dérivée  D,k  se  trouvera  toujours  préeédée  de  l'un  dc*^ 
denx  si^rnes 


el  jamais  en};ag(''e  sous  le  signe    /     d'une  int(''gration  lelative  à  ia  variable  z  : 
etc.... 

Concevons  à  présent  que  l'on  intègre,  par  rapport  à  la    variable  .r,  et 
entre  les  limites 

les  i\en\  membres  Je  la  loi-muIe  (i).  Alors,  en  posant,  pour  abréger. 

(12)  ^~    j     "^'^/^•^+    /     '3„k^flx-i-..., 

on  trouvera 


(  i'7  ; 

.-t  par  suite 


•vJ4; 


Or,  comme,  dans  le  second  membre  de  la  lominle  (lu),  A,,  A.,  .    n-présen- 
tent  des  fonctions  linéaires  de 

/-,  D,.A,  l),A,..., 
il  est  clair  qu'en  vertu  de  l'équation  (i4),  Tin! effraie 


X"-- 


kdx. 


d;ins  laquelle  la  dérivée  l)^k  reste  en^a^jée  sous  le  si^^iie  /  d  une  inté-tatiuu 
relative  à  ^,  se  trouvera  transifcrmée  en  une  somme  de  termes  dont  aucun 
n'offrira  plus  cette  particidarité. 

Au  reste,  une  transformation  analogue  est  applicable  à  lintéfriah- 


J^n(RD,A) 


ix, 


que  1  on  obtient  en  remplaçant  dans  la  précédente  1),  A  par  le  j^roduit 

RD^A, 

et  en  supposant  que  le  premier  facteur  R  représente  une  nouvelle  fonctioti 
de  X,  j-,  z,....  En  effet,  comme  on  aura 

D,.(RA)=:RD^A4- AD.JI, 

et  par  suite 

(i5)  RD,A  =  I),rR^)-  AH^R, 

on  en  conclura 

(16)  /     n(RD,A)^x==  I     nD,,(RA)r/r-    /     nAD,R;./^. 

D'autre  part,  on  tirera  de  la  formule  (10),  en  y  remplaçant  A  jiar  RA. 

^x  .r=:\- 

(17)  /     -\\,}\k)dx=      I      -(W/^j-^, 


■K  clésigiiant  une  somme  criiité(;rales  relatives  à  x,  mais  dont  aucune  ne  ren- 
fermera D^  ^  sous  le  signe  /.  Donc  la  formule  f  i6)  donnera 

*"  ■'■■  ,r  =rr  .T  «-  ,v 

Or,  récjnation    i8)  transforme  évidemment  rint('giale  simple  ou  multiple 

dans  laquelle  la  dérivée  D^  A  se  trouve  engagée  sous  le  signe/,  en  une  sommv 
de  termes  dont  aucun  n'offre  plus  cette  particularité. 

Il  importe  d'observer  que  les  formules  f'i  i),  ^4;  et  (17.1  peuvent  être  éten- 
dues au  cas  où,  dans  la  earactérisliquen.  on  substituerait,  simultanément  ou 
séparément. 

;m  signe       |  ,     l'un  des  signes      "|  .     j   ; 

'j 

au  signe       |  ,     fun  des  signes       |  ,     |  . 


Dans  le  cas  particulier  ou  Ion  a  L^A  —A,  les  termes  représentés  dans  !.. 
formule  (  1 1)  par  H/ A,,  u,,A,^,...,  se  réduisent  évidemment  à  zéro,  avec  les  som- 
mes représentées  par  K  et  par  l\  dans  les  formules  (t4)  et^iH).  Donc  alors,  la 
formule  (18)  se  réduit  a  féquatioiî  connue 

(19^  /     iiD,.Ar/.r.^     |     RA-/    AD,RcAr 


i     RD,.Ar/.rr,^     |     Hk-j    k\)J\c 


k  l'aide  de  laquelle  s'effectue  l'intégration  par  parties,  aj^pliquée  à  une  inté- 
grale simple.  Or,  cette  opération  consiste  précisément  à  transformer  une  ui- 
îégrale  simple 


rRD,A^,r, 


(  >'9  I 
dans  laquelle  la  dérivée  \)j,k  d  une  certaine  ionction  A,  diiicreutiée  par  rap- 
port à  JT,  se  trouve  cnj^a^ée  sous  le  signe/,  en  une  somme  composée  de  deux 
termes  dont  aucun  ne  renferme  plus  cette  même  dérivée;  et,  comme  léqua- 
tion  (i8;  fournit  une  transformation  semblable  de  l'intégrale 

nous  pouvons  dire  que  cette  équation  est,  pour  Tintégrale  dont  il  s  agit,  la 
formule  d'intégration  par  parties. 

Parmi  les  applications  que  l'on  peutfaire  des  formules  1 14)  et  1 18; ,  on  doit 
remarquer  celles  qui  correspondent  aux  cas  où  l'on  suppose 

j)=v  /.y 

nA:   =     1  "A-,     ou  bien     '  k  =  j    kcl). 

Dans  la  preniiére  supposition,  l'on  a 

r  =v 
:^\}J.=     I    \\k. 

.>'  =  '.' 
D'ailleurs,  on  tire  de  l'équation  (3) 

>  —  V  }  —  y      ■>'=¥  ,}—'.• 

'     fD.,A  =  D,    1    A-     rD,AD.,j+     i    D„AD,. 

En  intégrant  par  rapport  à  x,  entre  les  limites  .v  et  x,  les  deux  mt-mbres  de  la 
dernière  équation,  multipliés  par  r/.r,  on  obtient,  à  la  place  de  la  formule  f  \\ 
la  suivante 

{20.         /         I     \).,k(L%   =     I  I     A-     . 

..^)=y  /.^j=y 

-    /     '    I     D,/,D,Y^r-4-  \         I     D,/-D.,i^/a. 
puis  ,  en  remplaçant  A  par  R  A-,  et  ayant  égard  à  i  équation  (16),  on  trouve 
i        rRD,4Y/.r=:      I  I    RA-/        I    AD,Rr/x 

-     r        I     D,.(RA:)D,yrAr  -f-  I         |     D,  R  A-  D, .,  r/.r. 


(   ^^o  ) 
Enfin,  comme  tm  aiiia  non-seulement 


i    AD, H   :==     i    AD  R   -     !    AD,R, 


\)/l\k)  ^RD,k  --AIVR, 


!     (D^R -^  D.KD^y)^  D,    I     R, 


i    '(n,R^D,RD,,,j  =  n/   !  '*R; 


on  tron\cia  encore 

(•>i'      f         1     l\\)Jif/œ  =     i  !  ■  RA 


-  /         !     R  D,  A  D^yr/x  ■+-  |         i     R  f)^. A  D,  ,j  ^/jt 

/"•x.V  =  y  ;)-  =  y  ^x,->  =  !i         r  =  i< 

-  /         I    A.D,      I     R^x-4-  I        I    AD.    !    R^x. 


8) .  (iau>  la  formule  f^^ii  .  on  remplace  le  sifinc     j     parlesi{;ne     |     ,    on  aura 

siniplemeuf 

'X  >  =  y  a  =x    >  =  y  ^x  j>-=  y 

(s».?.;      j         i     RD,Ar/^==     i  I     RA-/         !     RD,.AD,yrAa:- 

-j         !     AD,     I   'R//^. 
Dans  k  ras  ou  1  on  riiipposr 

:./;—  I^kdr, 

on  a 

L-D,/  =  r^  D,Ar/7. 


(  I^I  ) 

D'ailleurs,  on  tire  de  l'équation  (4) 

/    D,kdy  =  TiJ    hdj  -     I     AD,y+"     I     AD..,. 

En  intégrant  par  rapport  à  x,  entre  les  limites  .x ,  x,  les  deux  membres  de  la 
dernière  équation,  multipliés  par  dx^  on  obtient,  à  la  place  de  la  fonnule  i  1 4), 
la  suivante 

(2.3)       /      1    D^kdjdx  =     \      \    hdj 

-/  I     kD^Y^x-h  I     kD^.jdx, 

qui  est  évidemment  comprise,  comme  cas  particulier,  dans  la  formule  (5)  dn 
§  VII;  puis,  en  remplaçant  k  par  R/c,  et  ayant  égard  à  l'équation  (i6),  on 
trouve 


XX     />y  X=  X     r>\  ,-^x     /»V 

/    RD^kdjdx=:     I  Rkdj-         jkD^Bdjdx 

-J        I    RkD^ydx-h  I    RAD^.f 


Les  formules  (ai),  (22),  (24)  sont  celles  que  fournit  lintégration  piii-  p^t- 
ties,  appliquée  aux  expressions  différentielles 


rJ\D,kdj\c 


j=y  y 

I    RD^kdx,        (    RD^kdx,     (    l''j\D,kdr]dx. 

J—^i  Vf 

Il  est  maintenant  facile  de  voir  quelles  sont  les  réductions  que  l'on  peu! 
effectuer,  à  l'aide  d'intégrations  par  parties ,  dans  la  variation  d  une  inté- 
grale multiple  s,  relative  aux  variables  ^,  jr,  ^,...,  et  spécialement  dans  la 
partie  de  cette  variation  qui  dépend  des  variations  propres  des  fonctions  ren- 
fermées sous  le  signe/.  En  effet,  soient 

u,   v^  w,.., 
ces  fonctions; 

.X-  et  X,      y  et  y,     ^  et  z 

les  limites  des  intégrations  relatives  à  x,  j,  z,.,.,  et  JU  la  partie  de  o\s  qui 
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(     122    ) 

correspond  aux  variations  propres 

des  fonctions  u,  v,  Wy....  D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  paragraphe  précé- 
dent ,  on  aura 

(25)  rAs  =  2J    J    f  ...T(T)'.T);D:...cf[u...dzdjdx  H-  etc., 
c'est-à-dire  que  J\s  se  composera  de  termes  de  la  forme 

(26)  Ijj  •••RD;D;D^..cA^^...^z^^Jr, 

H  désignant  un  facteur  qui  renfermera  x,  j,  z,...,  u,  v,  tv,...,  et  pourra  être 
considéré  comme  fonction  des  seules  variables  x,  j^  r-,....  Or,  en  vertu  d'in- 
tégrations par  parties,  effectuées  à  l'aide  de  la  formule  (18),  on  pourra  tou- 
jours réduire  l'intégrale  (21)  à  une  somme  de  termes  dont  aucun  n'offre,  sous 
le  signe  /  d'une  intégration  relative  à  une  variable  donnée,  une  dérivée  de 
Au  relative  à  la  même  variable.  C'est ,  du  moins,  ce  que  l'on  démontrer.i 
sans  peine  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 

Concevons  d'abord  que  l'on  pose  ,  dans  l'équation  (18), 

et 

nk  =  1     /    ...k.,.dzdj. 

Alors  cette  équation  transformera  l'intégrale  (21)  en  une  somme  de  termes  qui 
renfermeront  la  variation  propre  Jlw,  toujours  affectée  ,  sous  le  signe    / 

de  la  caractéristique  D^';  sous  le  signe   /    ,  de  la  caractéristique  D;*,  sous  le 

signe  j    ,  de  la  caractéristique  D^,  etc.  Mais,  à  l'aide  de  nouvelles  intégra- 
tions par  parties,  effectuées  encore  à  l'aide  de  la  formule  (i8),  on  pourra  ré- 
duire successivement  la  caractéristique  D^-'  aux  caractéristiques 
D'-%     D^-^  D 


(  1^3  ) 

et  même  faire  disparaître  finalement,  sous  le  si^yne  /  ,  la  caractéristique  D^, 
appliquée  à  la  variation  J\u.  Après  cette  disparition,  on  pourra,  en  opérant 
toujours  de  la  même  manière,  réduire  successivement ,  sous  le  sip,ne  I  ,  la 
caractéristique  D^  aux  caractéristiques 

puis  faire  disparaître  ,  sous  le  signe  I    ,  la  caractéristique    D^;  et  continuer 

ainsi  jusqu'à  ce  qu'aucun  terme  ne  renferme,  sous  le  signe  d'une  intégration 
relative  à  une  variable  donnée,  une  dérivée  de  J\u  relative  à  cette  variable. 
Cette  méthode  de  réduction,  appliquée  non-seulement  à  l'intégrale  (26),  mais 
encore  à  chacune  de  celles  que  peut  contenir  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (aS),  fournira  la  valeur  de  dis  sous  la  forme  qu'il  convient  de  lui  donner 
dans  la  solution  des  problèmes  auxquels  on  est  conduit  par  le  calcul  des  va- 
riations. Il  est  bon  d'observer  qu'après  les  réductions  opérées  comme  on 
vient  de  le  dire,  les  dérivées  de  JIm,  cA,<',...,  relatives  à  x^  ne  pouvant  être 

précédées  du  signe  I    ,  se  trouveront  nécessairement  précédées  de  l'un  des 

signes 

I  ,  I  ,  I     , 

puisque  la  valeur  de  chacun  des  termes  renfermés  dans  é\,s  doit  dépendre 
non  de  la  variable .:r,  mais  des  limites  ce,  x.  Pour  une  raison  semblable,  les 
dérivées  de  cA.m,  Jl^',.-)  relatives  à  j,  devront  être  précédées  de  l'un  des 
signes 

I  ,  I  ,        I    ; 

les  dérivées  de  c[lw,  d^i^,...,  relatives  à  la  variable  2,  devront  être  précédées 
de  l'un  des  signes 

z  =  z  Z=.t,  Z  =  2 

I  ,  1  ,         I    ; 


(  1=^4) 

il  est  bon  d'observer  encore  que  toutes  les  réductions  indiquées  se  dé- 
duisent de  la  formule  (i5),  jointe  à  la  règle  qui  sert  à  déterminer  la  valeur 
générale  d'une  expression  de  la  forme  D^nk.  Donc,  cette  formule  et  cette 
règle  offriront  toujours  le  moyen  de  réduire  un  terme  quelconque,  pris  au 
hasard  dans  la  variation  d'une  intégrale  multiple,  à  la  forme  convenable. 
Pour  vérifier  cette  assertion  sur  un  exemple,  supposons  que,  l'intégrale  mul- 
tiple s  étant  relative  à  trois  variables  x,  j-,  z,  la  fonction  sous  le  signe /ren- 
ferme, avec  Xy  j,  z,  une  fonction  u  de  a?,  j,  2,  et  ses  dérivées  des  trois 
premiers  ordres ,  par  conséquent  la  dérivée  du  troisième  ordre 

(27)  r  =  D^D^D^w. 

Alors  cf\s  renfermera  un  terme  de  la  forme 


J     f     r\^o\rdzdjdx 


11  y  a  plus  :  si  la  fonction  sous  le  signe  /,  dans  l'intégrale  donnée ,  dépend 
imiquernent  de  x,  j^  z  et  r,  on  aura  simplement 

(28)  J[s=ff    f\j\rdzdjcfœ, 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  à  la  formule  (27), 

1^9)  <^^  =  f^f  J  ^"EiD^^.hAiidzdjdjc. 

Or,  pour  réduire  cette  valeur  de  JYs  à  la  forme  convenable,  il  suffira  de  re- 
courir à  la  formule  (i5)  et  à  la  règle  qui  fournit  la  valeur  des  expressions  de 
la  forme  dD^A,  en  opérant  comme  il  suit. 

On  aura  d'abord,  en  vertu  de  la  formule  (i5), 

RD^D^D,^?^  =  D^(RD,D,.a«)  -  D^RD,D,</U, 

et,  par  suite,  l'équation  (29)  donnera 

(5o)d[s=J  j^  J  DJRD^T)Au)dzdjdjc-J''j^j  B^WDpAadzdjdx. 
De  plus,  en  vertu  de  la  règle  ci-dessus  rappelée ,  l'intégrale 


f  J  I)^{l{\\T),J\u)dzdj- 


(  1^5) 
représentera  le  premier  ternie  de  la  valeur  de  l'expression 


On  aura  effectivement 


D^   r  TrO^D^^m^/z, 


ly. 


Y=y  /'z  y  =  \f  f^ 


puis  on  en  conclura 


Ç  Ç  D,  (R  D,.  D,  Au)  dzdf  =^  D,  J  ^  j\\  D^D,  Au  dz  dj 

-  I      /    UB^yDyT),Audz+     t     j    RD^i^D,D,/U^r/z 

-  r^T^RD,zD,D,Jlw^j+    r       I   RD,..L),.D,/u^^j; 

et,  par  suite,  en  intégrant  par  rapport  à  jo,  entre  les  limites  ,v,  x,  chaque 
terme  multiplié  par  dx,  on  obtiendra  l'équation 

r    r    r  D^.{RJ)yD,Au)dzdjdx=     I      r    r  RD^D,oa?^c?z<^j 

-  \  RD^YD^J),Audzdjc+  /        I    V[D^,^DyDJUïdzda 

~f    r     I    RB^.zl)yD,Audjdx-h^  r    f       \  nD^^DyY),Audjdjc, 

évidemment  comprise  comme  cas  particulier  dans  la  formule  (5)  du  cin- 


(  '^6) 
quième   paragraphe.  Donc  l'équation  (3o)  pourra  être  réduite  à  la  formule 


x=x   /«y    /.z  nx   /»y   /»z 

X=x^^v^   ^z,  ^x    »^^   «^* 

^xj=y   /»z  /»xj=^   /»z 

-/        I      /    RD^yD^D^Jlw^z-c?x+  I         |      I    RD^^D,D,Jl«r/z^/x 

dans  laquelle  aucun  terme  du  second  membre  n'offre  la  variation  propre 
c/^Uf  précédée  de  la  caractéristique  D^,  sous  le  signe  /      d'une   intégration  re- 

^x 

lative  à  la  variable  x. 

Si  maintenant  on  veut  faire  en  sorte  qu'aucun  terme  ne  renferme  la  varia- 

rJ 
tioii  zf\.u  précédée  de  la  caractéristique  D^,  sous  le  signe    /     d'une   intégra- 

tion  relative  à  la  variable  jr,  il  suffira  de  recourir  de  nouveau  à  la  formule  (i5) 
et  à  la  règle  ci-dessus  rappelée;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  suffira  de 
recourir  aux  formules  [12)  et  (24)  desquelles  on  tirera 


r  rRD,.DjMdzdj=     I      rRDj\udz-  f    f  DyRT>,J\udzdx 

-  I    ï{D,zD,J\udj-h  i    BD^.DJjidx- 

p  r D^WDyB JUidzdj=     \      f  BJiD^Aïuiz-  P  f  Djy^nDJiudzdj 

-.y  z  =  z  r,yz=zz 

-y      I    D^RD^zD.cflî/f/r-H  I        I    D,RD^»D,cri«r/r, 


(  1^7  ) 


-/        I    RD^zD^zD2J|,w^-  1    D^V     I    RD^zj     |     D,Jl;/r/r, 

/»yZ=:z  ^J        (Z~z  \z-=^ 

-/        I     RD.^D^xD.^ca^^j-  /    D,A     I     RD,.j     1     D.Jl^^r/j  ; 
et,  par  suite, 
(32)      JU  =     I  il   RD.Jiw^z. 

J?=X/>yz=:2.  a:  =  x/»y2:  =  * 

-  I      /        I    ^D^zD.Siudj-^     I      /        I     RD,..D,Jl^^r/r 

x=x    /.y    /»z  ^xj^=y    /.z 

-  I       /      /   D^RD^JIm^z^-  /         r    I    D^RD,Ji//r/^^/^ 

nyrz=z  [z  =  z  \1"=^ 

l     1      D^RD,.z  4- D,\     I    RD^zyJ     I    D.Jiiidjdjc 

4-  r    P    T  ^D^zB^zB^Jiudjdx-  f    f  ^  \     nD:,z^.D!Siudjda: 
+  f   I     f  J)^D^.J\D,,^udzdfda:. 


(  1^8  ) 
Enfin,  si  Ton  veul  faire  en  sorte  que,  dans  les  valeurs  de  <f[s ,  aucun  terme 
ne  renferme  la  variation  Slu,  précédée  de  la  caractéristique  D^,  sous  le  signe 

I     d'une  intégration  relative  à  js,  il  suffira  de  recourir  à  la  formule  (i5)et 

à  la  régie  ci-dessus  rappelée,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  formule  (19), 
de  laquelle  on  tirera  non-seulement 

D^-RD.caw^zrr:     I     D^RcJIm-  /   D^D.RJLmc^z, 

^  =  z  ^  z 

Ç\)yVyVi,Siudz^     I     D^-Rc^w-  rD,.D,RJlw«iz, 


mais  encore 


/z  z  =  z  /«z 

RD^D,ca«'^2=     I    RD^cîlw-j    D,RD^JlMc?z, 

et ,  par  suite , 

j;z=xj  =  yz  =  z  ^xjz=yz=^z 

(33)      4^==     1         1         i    R^«-/        I         I    D^Rc^M*^^ 

X  =  xJ  =  yZ  =  z  '^x    J  =  yZ  =  ^ 

_     I      I        I    D^RJi?ic?j-    I         I       /   D,R<Siudz 

^=x-^a,      2  =  .  X=:xy=y-^z 

XX  r=v  z  =  z  /,xj=tfz  =  z 

1'       I     RD,yD^.Jlw^^+  /         I  I     RD^yD^Jiwr/j^ 

Z=:;  -t  Z  =  z 

_/        Il    RD,,zD,JIw<^^+  1         I  I    RD,.D,-Jl,?<^.r 

.r  =  x    /»vz  =  z  x  =  x    /»v-z  =  ^ 

-     I      (■'      I     RD,zD,Jlw^j+     I      /         I    R^zB.Siudf 

X=x'^n  '  X—X^^ 


(  1^9) 

/iTV  v=:  V    /•■7. 

dz  dx 


^a:==x    .y  rj3^j3^p^^^^^;,,,^^.^  J'^'7^  j\^B.l\ éludzd:r 

Si  l'on  supposait  simplenieut 

rx   /"y  /"^ 
I      I    rdzdjdœ, 

la  valeur  de  r  étant  fournie  par  iequation  (27),  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
3  j)  s  =   p  Ç  f^T)^  D,  1),  «^  dz  dr  dx . 

alors  on  trouverait 

et,  par  suite,  l'équation  (33)  se  réduirait  à  la  suivante 
a:  =  x  y  =  v  ^  =  z 

(36)  j^5=  I     r   t  ^^" 

-/         i  1     D.,yD,.cfUu/^'+   I         I  I     D,.,D,cri/^^ix 
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,(  i3o  ) 

f   Vi^zViyïù'':S\jLidjdx—  I      I        1   Vi^Viy^VilS\Tudjdx. 

-     '-/  *     '^ 

Les  diverses  formules  obtenues  dans  ce  dernier  paragraphe  ne  diffèrent 
pas,  au  fond,  de  celles  qua  obtenues  M.  Sarrus.  Seulement,  elles  se  trouvent 
simplifiées  par  l'emploi  de  la  notation  à  laquelle  nous  avons  eu  recours,  en 
écrivant  les  deux  valeurs  que  reçoit  successivement  une  même  variable  en 
haut  et  en  bas  d'un  même  signe  de  substitution  (*). 

Nous  bornerons  ici,  pour  le  moment,  l'exposition  que  nous  voulions  faire 
des  principes  généraux  qui  nous  paraissent  devoir  servir  de  base  au  calcul 
des  variations.  Dans  d'autres  Mémoires  nous  développerons  ces  mêmes 
principes,  et  nous  les  appliquerons  à  la  solution  de  divers  problèmes. 


(*)  Ayant  eu  l'occasion  de  parler  à  M.  Sarrus  de  ces  nouvelles  i-echerches  relatives  an 
calcnl  des  variations  ,  et  de  la  notation  qne  je  propose  ,  j'ai  appris  de  lui  que  l'idée  d'accolei 
à  un  signe  unique  deux  valeurs  particulières  d'une  variable ,  pour  exprimer  la  différence 
entre  deux  valeurs  correspondantes  d'une  même  fonction  ,  s'était  aussi  présentée  à  son  es- 
prit. Mais  cette  idée ,  et  les  formules  que  M.  Sarrus  avait  obtenues  en  la  réalisant ,  n'étaient 
ni  transcrites,  ni  mentionnées  dans  le  Mémoire  couronné  par  l'Académie.  D'ailleurs,  la  nou- 
velle notation  se  trouve  complètement  en  harmonie  avec  celle  qui  est  aujourd'hui  générale- 
ment adoptée  pour  la  représentation  d'une  intégrale  définie,  prise  entre  deux  limites  données. 


(  i3.  ) 


Sur  le  mouvement  de  rotation  variable  et  un  point  qui  représente,  dans 
un  plan  doraié,  la  projection  d'un  autre  point  doué,  dans  l'espace, 
d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  d'un  certain  axe. 


Supposons  qu'un  point  mobile  A  tourne  autour  d'un  axe  fixe  OO',  de 
manière  à  décrire  un  cercle  autour  de  cet  axe.  Supposons  encore  que  la 
vitesse  du  point  mobile  soit  constante,  ou,  en  d'autres  termes,  que  le  mou- 
vement du  point  soit  ce  qu'on  peut  appeler  un  mouvement  de  rotation  uni- 
forme. Rapportons  les  différents  points  de  l'espace  à  trois  axes  fixes  et  rec- 
tangulaires. Prenons  pour  origine  des  coordonnées  un  point  O  de  Taxe  de 
rotation ,  et  supposons  chacun  des  demi-axes  des  coordonnées  positives  di- 
rigé dans  un  sens  tel  que  les  projections  du  point  mobile  A  sur  les  plans 
coordonnés  soient  animées  de  mouvements  de  rotations  directs  autour  de 
lorigine. 

Enfin,  soient 

r  la  distance  du  point  mobile  A  à  Forigine  des  coordonnées; 
s   la  distance  du  même  point  à  l'axe  fixe  OO'; 
oj  la  vitesse  absolue  du  point  A; 
y    sa  vitesse  angulaire  autour  de  Taxe  OO'; 

), ,  pi,  V  les  angles  que  forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives, 
l'axe  fixe  prolongé  à  partir  du  point  O,  dans  une  certaine  direction  OO' 
choisie  de  manière  que  le  mouvement  de  rotation  ait  lieu  autour  de  cet 
axe  de  droite  à  gauche. 
Soient  de  plus,  au  bout  du  temps  t^ 
oc,  jy  z  les  coordonnées  du  point  A;  et 

«,  v^  w  les  projections  algébriques  de  la  vitesse  w  sur  les  axes  coordonnés. 
Concevons  d'ailleurs  que  la  vitesse  absolue  w  et  la  vit^se  angulaire  ■<( 
soient  représentées,  la  première,  en  grandeur  et  en  direction,  par  une 
certaine  longueur  AB  portée  à  partir  du  point  A  sur  la  tangente  au  cercle 
que  ce  point  décrit;  la  seconde,  en  grandeur  seulement,  par  une  lon- 
gueur OC  portée  sur  l'axe  de  rotation  et  à  partir  du  point  O  dans  la  direc- 
tion OO'.  On  pourra,  en  prenant  un  point  quelconque  de  l'espace  pour 

ï7- 


(  i32) 
centre  des  moments,    construire  le  moment  linéaire  de  la   vitesse  angu- 
laire ?^  représentée  par  la  longueur  OC.  Gela  posé,  il  est  clair  que  la  vitesse 
absolue  w ,  mesurée  par  le  produit 

sa 
et  dirigée  suivant  un  plan  perpendiculaire  au  plan  AOG,  de  manière  à  faire 
tourner  le  point  A  de  droite  à  gauche  autour  du  demi-axe  OC,  coïncidera 
en  grandeur  et  en  direction  avec  le  moment  linéaire  de  la  vitesse  angu- 
laire y.  Donc,  les  projections  algébriques 

U,     U,     TV 

de  la  vitesse  w  seront  équivalentes  aux  projections  algébriques  du  moment 
linéaire  de  la  vitesse  «.  Mais  ces  deroières  projections  changeraient  éj^^idem- 
ment  de  signe,  si  Ion  échangeait  entre  eux  le  centre  des  moments  A  et  le 
pomt  O  à  partir  duquel  se  mesure  la  longueur  destinée  à  représenter  la 
vitesse  y.  Donc,  les  quantités 

?/,  t',  w 
seront  égales,  aux  signes  près,  aux  projections  algébriques  du  moment 
linéaire  de  la  vitesse  y,  si,  en  prenant  l'origine  pour  centre  des  moments,  on 
représente  la  vitesse  «  par  une  longueur  portée  à  partir  du  point  A  dans  une 
direction  parallèle  à  OO'.  Mais  alors,  cette  longueur  ayant  pour  origine  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  œ,  j-,  ^,  et  pour  projections  algébriques  les 
trois  quantités 

acosX,     f^cosjUL,     acosv, 

le  moment  linéaire  de  la  vitesse  s  aura  lui-même  pour  projections  algébriques 
les  trois  produits 

y ( jr  cos V  —  zcos p.) ,     ii^zcosl  —  Jc cos v) ,     y (x  ces  rx  —  j  cos X ). 

Donc  ces  trois  produits,  pris  en  signes  contraires,  reproduiront  les  valeurs 
de  w,  p",  îv,  et  Ton  aura 

(i)       M  r=  —  «(jcosv  —  zcostx),     v=i  —  «(zcosX  —  .rcosv),     w^=i  —  a  (orcosp — jcos/). 

Soit  maintenant  P  la  projection  du  point  A  sur  le  plan   des  x^  y,  et 
nommons 

(0   le  rayon  vecteur  mené  de  Torigine  au  point  P- 
S   l'angle  décrit  par  ce  rayon  vecteur  au  bout  du  temps  t\ 
u   la  vitesse  angulaire  du  point  P,  dans  le  plan  des  x,  j. 

On  aura  évidemment 

(2)  u  =  D,^; 


(  133) 
et,  comme  on  trouvera  d'ailleurs 

X  =  pcosQ  ,     j  =  ps'mQ , 

par  conséquent 

Il  —  Dtoc  —  cos^Dffj  —  |0  sin^D,5, 
V  =  Dfjr  =  sinSDfp  -f-  jOCOsÔDfS, 

on  en  conclura 

pD^0  =  t^cosS  —  ^^sinS. 

On  aura  donc ,  par  suite , 

^  f         ('  cos  0  —  K  sin  0 

Ur:.D,^  =   ^ . 

OU  ,  ce  qui  revient  au  même, 

vx  —  uy 

(3)  ''=^r^- 

Mais,  d'autre  part,  on  tirera  des  formules  (i) 

(j^     ^x  —  uj  =  ^[{oc^  +  j"^  +  z^)cosv  —  z(xcosX  +  jcosp.  +  zcûsv)]; 
et,  comme  en  nommant  ^  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  /-  avec  la  di- 
rection OO',  on  a 

.  ^        .TcosA  H-  l'cosy.  H-  zcosv 
coso"  = — ' 

r 

l'équation  (4)  pourra  être  réduite  à 

vx  —  uj  =  y(/'^cosy  —  rz  cos  (J*). 
Donc,  la  formule  (3)  donnera 

/■"COSV  T'ZCOSS 

(5)  ^  =  « j. 

Si,  pour  plus  de  simplicité,  on  fait  coïncider  l'origine  O  des  coordonnées 
avec  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  l'axe  fixe,  alors, 
l'angle  c?  étant  un  angle  droit,  on  trouvera 

cosc?  =  o, 
et ,  par  suite , 

(6)  u  =  —  «  cos  V . 

Enfin,  si  l'on  nomme  r  l'angle  que  forme  le  rayon  vecteur  /•  avec  sa  projec- 
tion p,  on  aura 

p  =  rcosT. 


»  COS  V 
COS^T 


{  m) 

Donc,  la  formule  (6)  donnera  encore 

(7) 

et  l'on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante  : 

i*"^  Théorème.  Si  un  point  A,  doué  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme 
autour  d'un  axe  fixe ,  est  projeté  sur  un  plan  fixe  donné,  la  vitesse  angulaire 
variable  du  point  projeté  P,  et  la  vitesse  angulaire  constante  du  point  A,  se- 
ront entre  elles  dans  le  rapport  qui  existe  entre  le  cosinus  de  l'angle  que  le 
plan  donné  forme  avec  le  plan  du  cercle  décrit  par  le  point  A,  et  le  carré 
du  cosinus  de  l'angle  que  le  rayon  du  cercle  forme  avec  la  projection  sur  le 
plan  donné. 

Au  reste,  on  pourrait  arriver  encore  très-facilement  au  théorème  précé- 
dent par  une  autre  méthode  que  nous  allons  indiquer  en  peu  de  mots. 

Considérons,  dans  l'espace,  un  triangle  dans  lequel  deux  côtés,  représentés 
par  r  et  r',  comprennent  entre  eux  un  certain  angle  p,  et  projetons  ce 
triangle  sur  un  plan  fixe  qui  forme  avec  le  plan  du  triangle,  l'angle  v. 
Nommons 

P^     ?'■>     9 
les  projections  des  côtés  r,  r'  et  de  l'angle  y»;  et 

les  angles  que  les  côtés  r,  r'  forment  avec  leurs  projections  respectives  /s,  ù' . 
Les  surfaces  du  triangle  donné  et  du  triangle  projeté  seront  respectivement 
mesurées  par  les  produits 

\rr'û\\p.^     \^o' ûw(Sf\ 

et  comme  le  rapport  de  la  seconde  surface  à  la  première  devra  se  réduire 
à  cosv,  on  en  conclura 

cp'  sine  sina         rr' 

^  -7-^  =  cos  V ,      ~^  =  —7  ces  V . 

rr    smp  siïtjj         pp' 

Gosnme,  d'autre  part,  on  aura  encore 

p  =1  rcosT,     (j'  =  r'cosx'  f 
on  en  conclura 

/o,  sini})  cosv 

sinp         costcost' 

Concevons  maintenant  que  p ,  cp  se  réduisent  aux  très-petits  angles  décrits, 
à  partir  de  la  fin  du  temps  t,  et  pendant  un  instant  très-court  A^;    i*^  par  le 
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rayon  vecteur  r  animé  d'une  vitesse  angulaire  constante  «;  2°  parla  projec- 
tion p  de  ce  même  rayon  vecteur  ;  alors ,  en  nommant  v  la  vitesse  angulaire 
de  cette  projection,  on  aura  sensiblement,  pour  de  très-petites  valeurs  de  A^, 


sin  9        9        '•>  ^  , 

^--^=i-=:-.       et       COST    =:  COST. 


Donc,  en  rapprochant  indéfiniment  At  de  la  limite  zéro,  on  tirera  de  la 
formule  (8) 


(9) 


COSv 
COS^T 


et  Ton  se  trouvera  ainsi  ramené  à  la  formule  (7). 

Nous  allons  maintenant  énoncer  plusieurs  conséquences  qui  se  déduisent 
immédiatement  de  la  formule  (7),  et  qui  paraissent  mériter  d'être  re- 
marquées. 

Le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  angles  aigus  compris  entre  le  rayon 
vecteur  r  et  sa  projection  sont  évidemment  o  et  y.  En  d  autres  termes ,  les 
valeurs  maximum  et  minimum  de  cost  sont  i  et  cosv.  Donc,  par  suite,  les 
valeurs  minimum  et  maximum  de  v  seront 


et  la  moyenne  géométrique  entre  ces  deux  valeurs  sera  précisément  «^.  On 
peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 

'  1^  Théorème.  Si  un  point  A,  doué  d'un  mouvement  de  rotation  uni- 
forme autour  d'un  axe  fixe,  est  projeté  sur  un  plan  fixe  donné,  la  moyenne 
géométrique  entre  les  valeurs  maximum  et  minimum  de  la  vitesse  angulaire 
variable  du  point  projeté  sera  précisément  la  vitesse  angulaire  constante  du 
point  A.  De  plus,  la  vitesse  angulaire  variable  du  point  projeté  aura  pour 
valeur  minimum  celle  qu'on  obtient  lorsque  la  vitesse  angulaire  constante 
du  point  A  est  représentée  par  une  longueur  portée  sur  l'axe  de  rotation , 
puis  projetée  sur  un  axe  perpendiculaire  au  plan  donné. 

Avant  de  quitter  ce  sujet,  nous  observerons  que  la  méthode  à  l'aide  de  la- 
quelle nous  avons  établi  les  formules  (i)  a  été  depuis  longtemps  employée 
par  nous ,  soit  dans  les  Leçons  données  à  l'École  Polytechnique ,  soit  dans  les 
Exercices  de  Mathématiques.  Nous  ajouterons  que  de  cette  méthode  on 
peut  aisément  déduire  ce  qu'on  appelle  la  composition  des  mouvements  de 
rotation.  Effectivement,  supposons  la  vitesse  angulaire  «d'un  point  A,  qui 
tourne,  au  moins  instantanément,  autour  d'im  axe,  représentée  par  une  Ion- 
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gueur  portée  sur  ce  même  axe.  Non-seulement ,  comme  nous  l'avons  rappelé , 
la  vitesse  absolue  w  du  point  A  sera  ce  que  devient  le  moment  linéaire  de  la 
vitesse  «,  quand  on  prend  pour  centre  des  moments  le  point  A;  mais  il  suit  de 
cette  proposition  même,  que  si  la  vitesse  angulaire  «  peut  être  considérée 
comme  la  résultante  de  plusieurs  autres  vitesses  angulaires,  relatives  à  divers 
mouvements  de  rotation  instantanés  autour  de  divers  axes,  et  représentées 
par  des  longueurs  portées  sur  ces  mêmes  axes,  il  suffira  de  composer  entre 
elles  les  vitesses  absolues  correspondantes  du  point  A,  pour  obtenir  la  vitesse 
absolue  w.  Ainsi ,  en  particulier,  puisque  la  vitesse  angulaire  «,  mesurée  sur  un 
demi-axe  OO' qui  forme,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  les 
angles  X,  /x,  v,  peut  être  censée  avoir  pour  composantes  trois  vitesses  an- 
gulaires mesurées  sur  les  axes  des  Jc  ^  j-,  z,  et  représentées  par  les  pro- 
jections algébriques 

''i  cos  X ,       y  COS  [J. ,      -d  COS  V  , 

de  la  longueur  y  sur  ces  mêmes  axes;  nous  devons  conclure  que  la  vitesse 
absolue  d'un  point  tournant  de  droite  à  gauche  autour  de  l'axe  OO'  avec 
ia  vitesse  angulaire  «  ,  est  la  résultante  des  trois  vitesses  absolues  que  pour- 
rait prendre  le  même  point ,  si  on  le  faisait  tourner  successivement  de  droite 
à  gauche  autour  de  chacun  des  axes  des  .-r ,  j-,  z,  prolongés  dans  le  sens  des 
coordonnées  dont  les  signes  sont  ceux  des  quantités 

y  cos  X ,     «  cos  [j. ,     ii  cos  v  , 

en  supposant  d'ailleurs  la  rotation  autour  de  chaque  axe  effectuée  avec  la 
vitesse  angulaire  qui  correspond  à  ce  même  axe. 

Au  reste  ,  la  même  conclusion  pourrait  être  tirée  immédiatement  de  cette 
seule  considération,  que  les  seconds  membres  des  équations  (i)  sont  des 
fonctions  linéaires  des   trois  quantités 

«  cos  X  ,       J^  cos  [X  ,        'dCOSV. 
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NOTE 


THÉORÈME  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE. 


On  connaît  l'élégant  théorème  de  géométrie  analytique  qui  fournit  le 
cosinus  de  l'angle  compris  entre  deux  droites  dont  les  positions  sont  déter- 
minées à  l'aide  des  cosinus  des  angles  que  forment  ces  droites  avec  trois 
axes  rectilignes  et  rectangulaires.  Suivant  ce  théorème,  si  l'on  multiplie  l'un 
par  l'autre  les  cosinus  des  deux  angles  que  les  deux  droites  forment  avec  un 
même  axe,  la  somme  des  trois  produits  de  cette  forme,  correspondants  aux 
trois  axes,  sera  précisément  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux 
droites.  Concevons  maintenant  que  les  trois  axes  donnés,  cessant  d'être  rec- 
tangulaires, comprennent  entre  eux  des  angles  quelconques,  et  au  système 
de  ces  trois  axes  joignons  un  second  système  d'axes  respectivement  perpen- 
diculaires aux  plans  des  trois  premiers.  Les  axes  primitifs  seront  eux-mêmes 
perpendiculaires  aux  plans  formés  par  les  nouveaux  axes;  et  les  deux  sys- 
tèmes d'axes  seront  ce  que  nous  appellerons  deux  systèmes  d'ajces  conju- 
gués. Nous  dirons  en  particulier  que  l'un  de  ces  axes,  pris  dans  l'un  des  deux 
systèmes,  a  pour  conjugué  celui  des  axes  de  l'autre  système  qui  ne  le 
coupe  pas  à  angles  droits.  Cela  posé,  le  théorème  rappelé  ci-dessus,  et  rela- 
tif à  un  système  d'axes  rectangulaires,  se  trouve  évidemment  compris  dans 
un  théorème  général  dont  voici  l'énoncé. 

Théorème.  Considérons,  d'une  part,  deux  droites  quelconques,   d'autre 
part,  deux  systèmes  d'axes  conjugués.  Supposons  d'ailleurs  qu'en  attribuant    - 
à  chaque  droite  et  à  chaque  axe  une  direction  déterminée,  on  multiplie  lun 
par  l'autre  les  cosinus  des  angles  que  forme  un  axe  du  premier  système  avec 
la  première  droite,  et  l'axe  conjugué  du  second  système  avec  la  seconde 

Ex.  d'An,  etde  Ph,  math.,  T.  IH.  (29«  lirr.)  l8 
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droite  ,  puis,  que  l'on  divise  le  produit  ainsi  obtenu  par  le  cosinus  de  l'angle 
que  ces  deux  axes  conjugués  comprennent  entre  eux.  La  somme  des  trois 
quotients  de  cette  espèce,  correspondants  aux  trois  couples  d'axes  conju- 
r;ués,  sera  précisément  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux  droites 
données. 

Pour  démontrer  immédiatement  ce  théorème,  il  suffit  de  projeter  la 
première  droite  sur  la  seconde ,  en  observant  que  cette  droite  peut  être  con- 
sidérée comme  la  diagonale  d'un  parallélipipède,  dont  les  arêtes  seraient 
parallèles  aux  axes  du  second  système. 

Il  est  bon  d'observer  qu'on  peut  échanger  entre  elles  les  deux  droites 
données  sans  échanger  entre  eux  les  deux  systèmes  d'axes;  d'où  il  suit  que 
le  théorème  énoncé  fournit  deux  expressions  différentes  du  cosinus  de  l'angle 
renfermé  entre  les  deux  droites. 

On  pourrait  aussi,  au  cosinus  de  l'angle  que  forme  un  axe  du  second  sys- 
tème avec  la  seconde  droite  ou  avec  Taxe  conjugué  du  premier  système,  sub- 
stituer le  sinus  de  l'angle  que  cette  droite  ou  cet  axe  conjugué  forme  avec 
le  plan  des  deux  autres  axes  du  second  système.  Toutefois,  en  opérant  cette 
substitution,  on  devrait  convenir  de  regarder  Tan^fle  formé  par  une  droite 
avec  un  plan  tantôt  comme  positif,  tantôt  comme  négatif,  suivant  que  la 
direction  de  cette  droite  pourrait  être  représentée  par  une  longueur  mesurée 
à  partir  du  plan  donné,  d'un  certain  côté  de  ce  même  plan  ou  du  côté  op- 
posé. On  se  trouverait  aiusi  ramené  à  une  formule  qui  ne  diffère  pas  au  fond 
de  celles  qu'ont  proposées,  pour  la  transformation  des  coordonnées  obliques, 
divers  auteurs,  et  spécialement  M,  Français.  On  pourrait  d'ailleurs,  de  ces 
dernières  formules,  revenir  directement  au  théorème  énoncé.  Ainsi  ce  théo- 
lème  peut  être  considéré  à  la  rigueur  comme  implicitement  renfernié  dans 
des  formules  déjà  connues.  Observons  néanmoins  que  les  auteurs  de  ces  for- 
mules les  avaient  établies  sans  parler  de  la  convention  que  nous  avons  indi- 
quée, et  qui  nous  paraît  nécessaire  pour  dissiper  toute  incertitude  sur  le  sens 
des  notations  adoptées. 


Les  énoncés  de  plusieurs  des  théorèmes  fondamentaux  de  la  géométrie 
analytique  se  simplifient  lorsqu'on  a  soin  de  distinguer  les  projections  ab- 
solues d'un  rayon  vecteur,  sur  des  axes  coordonnés  rectangulaires,  des  projec- 
tions algébriques  de  ce  même  rayon  vecteur,  ainsi  que  je  l'ai  fait  dans  les 
préliminaires  de  mes  Leçons  sur  les  applications  du  calcul  infinitésimal  à  la 
géométrie.  On  peut  même,  avec  avantage,  étendre  la  distinction  des  projec- 
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tions  absolues  et  des  projections  algébriques  au  cas  où  le  rayon  vecteur  est 
projeté  sur  des  droites  quelconques,  les  projections  pouvant  d'ailleurs  être 
ou  orthogonales  ou  obliques.  Entrons  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Soient  r,  i' deux  longueurs  mesurées  sur  deux  droites  distinctes,  et  dans 
des  directions  déterminées,  savoir,  la  première  entre  deux  points  donnés  A 
et  B,  dans  la  direction  AB;  la  seconde  entre  deux  autres  points  G  et  D,  dans 
la  direction  CD.  Pour  projeter  la  lougueur  r,  et  ses  deux  extrémités  A,  B,  sur 
la  droite  CD,  il  suffira  de  mener,  par  les  points  A  et  B,  deux  plans  paral- 
lèles à  un  plan  fixe  donné.  Les  points  a  et  b ,  où  ces  deux  plans  rencontre- 
ront la  droite  CD,  seront  précisément  les  projections  des  deux  points  A,  B; 
et  si  Ton  nomme  p  la  distance  qui  sépare  le  point  b,  c'est-à-dire  la  projection 
du  point  B,  d'avec  le  point  a,  c'est-à-dire  d'avec  la  projection  du  point  A, 
cette  distance  p,  mesurée  dans  la  direction  ab,  sera  la  projection  ortho- 
jjcnale  ou  oblique  de  la  longueur  r,  savoir,  la  projection  orthogonale ,  si  le 
plan  fixe  donné  est  perpendiculaire  à  la  droite  CD,  et  Xa^.  projection  oblique 
dans  le  cas  contraire.  D'ailleurs  les  directions  des  longueurs  ^,  p,  mesurées 
sur  une  même  droite,  la  première  dans  le  sens  CD,  la  seconde  dans  le  sens 
ab ,  seront  nécessairement  ou  une  seule  et  même  direction,  ou  deux  direc- 
tions opposées  Tune  à  l'autre.  Cela  posé  ,  la  projection  absolue  p,  prise  dans 
le  premier  cas  avec  le  signe  -h  ,  dans  le  second  cas  avec  le  signe  —  ,  sera 
ce  que  nous  appelons  la  projectioTi  algébrique  de  la  longueur  r  sur  la  direc- 
tion de  la  longueur  s. 

Concevons  maintenant  qu'en   faisant   usage  de  la  notation  généralement 

adoptée,  on  désigne  par  [r^s)  l'angle  aigu  ou  obtus  que  forment  entre  elles 
deux  longueurs  r,  6",  mesurées  chacune  dans  une  direction  déterminée.  Alors, 
en  supposant  les  projections  orthogonales,  on  aura  évidemment 

p  =  r  cos {r,p). 

De  plus,  la  projection  algébrique  de  r,  sur  la  direction  de  s,  sera  -t-  p  ou 
—  0,  suivant  que  la  direction  de  p  sera  la  direction  même  de  ^,  ou  la  direc- 
tion opposée  ;  et ,  comme  on  aura,  dans  le  premier  cas, 

cos{r,p)  =  cos(r,i'), 

dans  le  second  cas 

/\  /s 

cos(r,p)  =  —  cos(/',i), 

il  en  résulte  que  la  projection  algébrique  de  r  sur  la  direction  de  j  sera  re- 

i8. 
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présentée,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  parle  produit 

(i)  r  cos(r,^). 

Supposons  à  présent  que  les  projections,  au  lieu  d'être  orthogonales, 
soient  obliques;  et,  après  avoir  mené  une  droite  perpendiculaire  au  plan 
fixe,  nommons  t  une  longueur  mesurée  sur  cette  droite  dans  une  direction 
déterminée.  Alors  les  projections  absolues  et  même  les  projections  algé- 
briques des  longueurs  r  et  p,  sur  la  direction  de  t ,  seront  évidemment  égales 
entre  elles.  On  aura  donc 

/\  /\ 

jO  co%(p,t)  =  rcos(/',i), 

et  par  suite 

/s 

cos(p,f  ) 

De  plus,  pour  obtenir  la  projection  algébrique  de  la  longueur  r  sur  la  di- 
rection de  ^,  il  suffira  de  prendre  p  avec  le  signe  -h  ou  avec  le  signe  —,  sui- 
vant que  la  direction  de  p  sera  la  direction  de  s  ou  la  direction  opposée;  il 
suffira  donc  de  remplacer,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (2),  la 
quantité  cos  {p,t)  par  la  quantité  cos  {s^t)  égale,  au  signe  près,  à  la  première. 
Donc  la  projection  algébrique  de  r  sur  la  direction  de  s  sera 

(3)  .  ^i^ 


Supposons  maintenant  qu'un  point  mobile  P  passe  de  la  position  A  à  la 
position  B,  en  parcourant  non  plus  la  longueur  r,  mais  les  divers  côtés 
z/,  v^  w, •  .  .  d'une  portion  de  polygone  qui  joigne  le  point  A  au  point  B, 
et  attribuons  à  chacun  de  ces  côtés  la  direction  indiquée  par  le  mouvement 
du  point  P.  Soit  d'ailleurs  p  la  projection  du  point  mobile  P  sur  la  droite 
CD,  et  nommons  toujours  a,b  les  projections  respectives  des  deux  points  A, B 
sur  la  même  droite.  Tandis  que  le  point  mobile  P  passera  de  la  position  A  à 
la  position  B,  en  parcourant  successivement  les  diverses  longueurs  w,  v,  w^..., 
le  point  mobile  p  passera  de  la  position  a  à  la  position  b,  en  parcourant  suc- 
cessivement sur  la  droite  CD  les  projections  des  diverses  longueurs  w,  p,  w,..., 
et  l'une  quelconque  de  ces  projections,  celle  de  «par  exemple,  sera  par- 
courue dans  le  sens  indiqué  par  la  direction  du  rayon  vecteur  p  ou  dans  le 
sens  opposé ,  suivant  que  la  projection  algébrique  de  la  longueur  u  sur  la 
diicction  de  p  sei-a  positive  ou  négative.  Il  en  résulte  que  la  longueur  p,  ou 
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la  projection  algébrique  de  la  longueur  r  sur  la  direction  de  p,  sera  équiva- 
lente à  la  somme  des  projections  algébriques  des  longueurs  «,  v^  w,...  sur 
la  même  direction.  Par  suite  aussi,  puisque  la  direction  de  s  est  toujours  ou 
la  direction  même  de  p,  ou  la  direction  opposée,  si  Ton  projette,  d'une  part, 
la  longueur  r,  d'autre  part,  les  longueurs  ii,  v,  (v, .  .  .  sur  la  direction  de  s, 
on  obtiendra  une  projection  algébrique  de  r  équivalente  à  la  somme  des  pro- 
jections algébriques  de  u,  v,  w,.  .  .  .  Donc,  en  supposant  les  projections  or- 
thogonales ,  on  trouvera 

/s  /\  /^  ^ 

(4)  rcos(r,^)  =  ucos{u,s)  -h  vcos{if,s)  -+-  wcos{w,s)-+- 

Ces  prémisses  étant  établies,  concevons  que  les  positions  des  différents 
points  de  l'espace  soient  rapportées  à  trois  axes  obliques  qui  partent  d'un 
même  point  O.  Nommons  x,  y,  z  trois  longueurs  portées  sur  ces  trois  axes, 
et  mesurées  chacune,  à  partir  du  point  O,  dans  une  direction  déterminée. 
Soient  encore 

X,     Y,     Z 

trois  lon^meurs  mesurées  ,  à  partir  du  point  O,  sur  trois  axes  respectivement 
perpendiculaires  aux  plans 

yz,     zx,     xy. 

Concevons,  déplus,  que  l'on  construise  un  parallélipipède  dont  la  lon- 
gueur r  soit  la  diagonale,  les  trois  arêtes  ?/,  p,  TV  étant  respectivement  pa- 
rallèles aux  axes  sur  lesquels  se  mesurent  les  longueurs  x ,  y ,  z  j  et  attribuons 
à  ces  trois  arêtes  les  directions  indiquées  par  le  mouvement  d'un  point  qui 
passe,  en  parcourant  ces  mêmes  arêtes,  de  l'extrémité  A  de  la  diagonale  /  t 
Textrémité  B.  Enfin,  projetons  cette  diagonale  et  les  trois  arêtes  sur  la  di- 
rection d'une  longueur  quelconque  s.  On  aura,  en  vertu  de  la  formule  (4), 

/\  /^  /%  /N 

(5)  rcos{r,s)  —  ucos(u,s)-hvcos^i>,s)  -i-wcos{w,s), 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(6)  cos{r^s)~~cos{u,s)-+--^cos{v,s)-h  ^  cos(w,5)- 

D'ailleurs ,  u  étant  précisément  la  projection  absolue  qu'on  obtient  pour  la 
lonmieur  r ,  quand  on  projette  cette  longueur  sur  l'axe  de  x,  à  Taide  de  plans 
parallèles  au  plan  fixe  des  yz,  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (2), 

(7)  „  =  ,.!^^J, 

cos  («,X) 
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par  conséquent, 

«         cos  (  /•,  X  ) 

(8)  ;:  =  — ^M' 

cos(«,X) 

ot  cette  dernière  formule  continuera  évidemment  de  subsister  quand  on  y 
remplacera  u  par  c^,  et  X  par  Y,  ou  u  par  îv,  et  X  par  Z.  Donc  l'équation  (6) 
donnera 

,   ,  ,  ■^  .        cos(^,X)cos  (w,i')         cos  (/-.Y)  cos  {('.i')         cos  (r,Z)  cos  («',,';• 

(9)  cos(r,^)=  -— ^ ^-^^ ^  H ^ >^  +  — — ^^^ 

co5(«,X;  cos(c,Y)  coslw,  Z 

D'autre  part  ,  il  est  clair  qu'on  n'altérera  pas  le  second  membre  de  la  for- 
mule (9)  si  Ton  y  remplace,  séparément  ou  simultanément,  u  par  x,  v  par  y  , 
\v  par  z.  En  effet ,  la  direction  de  u  étant  ou  la  direction  de  x  ou  la  direc- 
tion opposée,  on  aura ,  dans  le  premier  cas , 

/\  /s  /s  /\  ^ 

cos(w.6~)  =  cosiXji-),     cos(m,Xj  =  cos(x,X)  , 
dans  le  second  cas, 

COs(w,.9)=:  —  COS(x,6"'),        COS  (m,X)  ==  —  C0sfx,X)  , 

et  dans  les  deux  cas, 

cos  [a, s)   cos(x,,ç) 

cos  (m,X)  cos(x,X) 

Donc  la  formule  (9)  pourra  être  réduite  à  la  suivante  : 

/\  /\  /\  /\  /•\  /\ 

cos(/',X;cos(i',  x;  cos (/-,¥;  cos  (.v, y)  cos(r,Z  cos  (j,z; 

cos(x,X)  cos  (y, Y)  cos>z,  Z^ 

Ajoutons  que  les  axes  sur  lesquels  se  mesurent  les  longueurs 

X,  Y,  Z 
étant,  par  hypothèse,  perpendiculaires  aux  plans 

yz,  zx,   xy, 
les  axes  sur  lesquels  se  mesurent  les  longueurs 

X ,  y,  z 
seront  eux-mêmes  perpendiculaires  aux  plans 
YZ,  ZX,  XY. 


/     \      *- 
(loj         cos(r,5')  =  - 
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Donc  ces  deux  systèmes  d'axes ,  que  nous  nommerons  systèmes  d'axes  conju- 
gués (l'axe  sur  lequel  se  mesure  X  étant  le  conjugué  de  Taxe  sur  lequel  se 
mesure  x,  etc.),  pourront  être  échan^jés  entre  eux  dans  la  formule  (lo),  et 
l'on  aura  encore 

,      X  ,  ^s        cosiV,  x'icosf.y.X)  cosfr.v^  cos(j,Y^^         co%[r,z)co?,[s,Z] 

{II)        cos  {r,s)  =       -'    '  y.^—  H --tt' — '■  H /s  -  -    • 

cos(x,X)  cos(y,Y)  cos(z,Z) 

Chacune  des  formules  (lo),  (i  i)  est  une  expression  analytique  du  théorème 
fondamental  énoncé  dans  le  préambule  du  présent  article. 

Si,    en  faisant  coïncider  le  point  B  avec  le  point  O,  et  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  avec  les  directions  des  longueurs; 

X ,  y ,  z , 
on  nomme 

les  coordonnées  rectilignes  du  point  A,  rapportées  à  ces  demi-axes,  alors  j: 
sera  précisément  la  projection  algébrique  du  rayon  vecteur  /■  sur  la  direc- 
tion de  X,  la  projection  étant  effectuée  à  l'aide  de  plans  parallèles  au  plan  des 
yz,  et  perpendiculairement  à  X.  Donc  alors  on  obtiendra  ao  en  remplaçant, 
dans  l'expression  (3),  s  par  x,  et  t  par  X;  en  sorte  qu'on  aura 


(I.) 


Alors  aussi  on  pourra  évidemment,  dans  la  formule  (5),  remplacer  les 
quantités  m,  p,  w  par  les  coordonnées  J?,  /,  2,  qui  seront  respectivement 
éf^ales,  aux  signes  près,  à  ces  mêmes  quantités,  pourvu  que  l'on  remplace 
en  même  temps  les  trois  angles 

/\  /\  ^ 

{u,s),     {^,  sV     {w,s) 

par  les  angles 

(x'r^),     (y,  s),      {z,s), 

respectivement  égaux  aux  trois  premiers  ou  à  leurs  suppléments.  On  aura 
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donc  encore 

/N  /\  /s  A 

(i3)  rcos{r,s)=  x  cos(x,^)  +jcos(y,j)  -f-  zcos(z,j). 

On  peut   immédiatement   déduire  des   formules  (12)   et  (i  3)  celles   qui 
servent  à  la  transformation  des  coordonnées  obliques.  En  effet,  soient 

^^  y,  2 

de  nouvelles  coordonnées  du  point  B ,  relatives  à  de  nouveaux  axes  recti- 
lignes  qui  continuent  de  passer  par  le  point  O;  et  supposons  que,  pour  le 
nouveau  système  d'axes,  les  longueurs,  précédemment  représentées  par 

X,  y,  z,     X,  Y,  Z, 
deviennent 

X,  y,,  z  ,     X  ,  Y,,  Z. 

Alors,  en  vertu  des  formules  (12),  ou  aura,  par  exemple, 

/N 

,    .^  /cosfr,  X,  ) 

{i4)  ^,  = ^r^^ 

cos{x,,X,) 

et,  d'ailleurs,  la  formule  (i3)  donnera 

/\  /\  /\  /\    . 

(i5)  rcos(r,X,)  =  xcos(x,X,)  -f- j"cos(y,X, ) -+-  scos(z,Xj. 

On  trouvera  donc 

/^  /\  /\ 

X  cos  (x,  X,  )  +  j  cos  (y,  X,  )  -|-  z  cos  (z,  X,  \ 


(.6) 


X   =  ■ 


cos(x,  X,) 


Quant  aux  valeurs  dej^, ,  z  ,  on  les  obtiendra  en  remplaçant  X,  par  Y^  ou 
par  Z,  dans  les  deux  termes  de  la  fraction  qui  représente  ici  la  valeur  de  JC  ., 
et ,  de  plus,  x  par  y  ou  par  z  dans  le  dénominateur. 

Si  les  axes  coordonnés  deviennent  rectangulaires,  alors  les  axes  sur 
lesquels  se  mesurent  les  longueurs  x,  y,  z  se  confondront  avec  les  axes  sur 
lesquels  se  mesurent  les  longueurs  X,  Y,  Z,  et ,  par  suite  ,  les  formules  (10), 
(12),  (16)  donneront  simplement,  comme  on  devait  s'y  attendre, 

/\  /\  /\  /s  /\  A  /\ 

(17)      cos(r,^)  =  (r,x)  cos(^,x)  +  cos(r,y)cos(i',y)  ■+  co.s(r,z)cos(^,zl 

/\  /\  /\ 

(  1 8)  x=  rcQ?,  (r,  x),     j  =  r  cos  (r,  y) ,     z=  r  cos  (r,  z), 

/\  /s    ,  /s 

(ig)  X,  =  .r  cos(x,xJ  4-/cos(y,xj  +  zcos(z, xj. 
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NOTE 

SUR 

QUELQUES  PROPOSITIONS  RELATIVES  A  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES. 


Diverses  propositions  relatives  à  la  théorie  des  nombres  se  déduisent  aisé- 
ment du  théorème  dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème.  Supposons  le  nombre  entier  i  décomposé  en  facteurs  <2,  b,  c,,.. 
premiers  entre  eux;  et  soit  /  un  nombre  entier  quelconque  inférieur  à  i.  On 
pourra  toujours  satisfaire  à  l'équivalence 

(i)  i(^ -4-f  ■+■  ^-4-...)  =i,     (mod.  0, 

par  des  valeurs  entières  de 

œ,    y,     £.,... 
respectivement  inférieures  à 

a,      h.,     c,  ,  .   .   . 
Démonstration.  Pour  abréger,  désignons  par 

la  fonction  hnéaire  de  x,  y.,  z,...  qui  représente  le  premier  membre  de  la 
formule  (i),  et  supposons  que  l'on  attribue  successivement  aux  variables  jc, 
jr,  z,,..,  renfermées  dans  la  fonction  s,  tous  les  systèmes  de  valeurs  qu'on 
peut  obtenir  en  combinant  une  valeur  de  oc  prise  dans  la  suite 

o,  I,  2,...,  a  —  i, 
avec  une  valeur  de  j  prise  dans  la  suite 

o,  I,  2,...,  b  —  i, 
puis  avec  une  valeur  de  z  prise  dans  la  suite 

o,       I,       2,...,       c  —  I, 

etc....  On  obtiendra  ainsi  pour  s  des  valeurs  entières^  dont  le  nombre,  repré- 
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(  ï46  ) 
sente  par  le  produit 

abc...  =  /  , 

sera  eu  conséquence  égal  au  nombre  dos  ternies  de  la  suite 


et  il  est  clair  que  parmi  ces  i  valeurs  de  s  il  en  existera  toujours  une  équi- 
valente, suivant  le  module  /,  à  l'un  quelconque  des  termes  de  la  suite 

o,      I,      2,      3,...,     i  —  I, 

s'il  est  prouvé  que  ces  valeurs  de^,  divisées  par  /,  donnent  des  restes  diffé- 
rents. Cela  posé,  soient 

Ajt,     A/,     Az,... 

les  accroissements  positifs  ou  négatifs  que  prendront  ^ ,  j,  z,...  quand  on  pas- 
sera d  une  valeur  de  s  à  une  autre ,  et  nommons  Ar  l'accroissement  correspon- 
dant de  ^,  ou  la  différence  des  deux  valeurs  àe  s ,  déterminée  parla  formule 

(3)  A,=  ,-(^^  +  ^-  +  i^^...). 

Pour  établir  le  théorème  énoncé,  il  suffira  de  prouver  que  A^  ne  peut  être 
divisible  par  /,  si  A.r,  A7-,  Az,...  ne  s  évanouissent  tous  à  la  fois.  Or,  effective- 
ment, As  ne  pouira  être  divisible  par  /,  s'il  n'est  divisible  par  chacun  des 
facteurs 

!);-àlleurs,  dans  la  valeur  de  Ai",  mise  sous  la  foinie 

(4)  Aj  =  -  ù^x  -j-  7  Ar  -4-  -  A?  4-..., 

tous  les  termes  seront  évidemment  divisibles  par /7,  hormis  le  premier  -  Ajr: 

'^  (i 

et  celui-ci  ne  pourra  devenir  divisible  par  a  que  dans  le  cas  où  raccroisse- 
ment  Aa:,  dont  la  valeur  numérique  est  inférieure  à  <2,  sera  divisible  par  a.. 
et  par  conséquent  nul.  Pareillement,  dans  la  valeur  de  Ay  fournie  par 
Téquation  (4),  tous  les  termes  seront  évidemment  divisibles  par  />,  hormis  le 
second,  et  celui-ci  ne  pourra  devenir  divisible  par  h  que  dans  le  cas  où  Ar 
sera  nul;  etc.... 

Corollaire.  Si  Ton  veut  que  le  nombre  entier  /  fournisse  des  restes  don- 
nés quand  on  le  divise  par  les  nombres  «,  (^,  c,...,  par  exemple  le  reste  p 
quand  on  le  divise  par  «,  le  reste  ({  quand  on  le  divise  par  /;,  le  reste  /'  quand 
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on  le  divise  parc,...,  il  suffira  évidemment  de  prendre 

(5)  x  =  px,      J==qY^       z.  =  rz,..., 

en  assujettissant 

X,  y,  z,... 
à  vérifier  les  formules 

(6)  -x=i(mod.«),  ^y  =  i(mod.  ^),  ^  z=  i  (mod.c),.... 

En  effet,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (i)  présentée  sous  la  forme 

(7)  Z  =  ^  X  +  ^  7  -f-  |-.  z  -h  .  . .  (mod.  /), 

-X  sera  le  seul  terme  qui  ne  soit  pas  divisible  par  a,  et  il  est  clair  que  ce 
terme  ,  divisé  par  a,  donnera  pour  reste  p,  si  Ton  pose  jc  =  px  ,  en  choisis- 
sant X  de  manière  à  vérifier  l'équivalence 

-  x:^^  I  (mod.«). 

D'ailleurs,  cette  équivalence  du  premier  degré  se  résoudra  aisément  par  les 
méthodes  connues ,  attendu  que  les  deux  nombres 

a   et   -  =  bc.  . . 

a 

seront  premiers  entre  eux.  On  prouvera  de  même,  non-seulement  que,  dans 
rhypothèse  admise,  on  peut  satisfaire  à  lune  quelconque  des  formules  6 
par  une  valeur  entière  de  x,  ou  y,  ou  z,...,  mais  encore  qu'aux  valeurs  x,  y,  z,.  . 
ainsi  obtenues,  répondra,  en  vertu  des  équations  (5)  et  (7),  une  valeur  de  / 
qui  fournira  le  reste/?  quand  on  la  divisera  par  a,  le  reste  q  quand  on  la  divi- 
sera par^,  le  rester  quand  on  la  divisera  parc,  etc  Si,  pour  abréger,  on 
représente  par 

A,  B,  C,... 

les  premiers  membres  des  formules  (6),  c'est-à-dire  si  Ion  pose 

(8)  A=.~x,       B=~y,       C==;:z,..., 

«y- 
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la  formule  (7)  deviendra 

(9)  /^  A/?  4-  B^  -H  Gr  +  . . .  (mod.  /). 

Ainsi  le  i^""  théorème  entraîne  la  proposition  suivante  : 

2^  Théorème.  Soient  a,b.,c^...  des  nombres  donnés  premiers  entre  eux, 
et  i  =  ahc...  le  produit  de  ces  deux  nombres.  Si  Ton  veut  obtenir  un  entier  /, 
cjui ,  étant  divisé  par  les  nombres  donnés 


a,  h. 


c ,.. 


P^  7' 


/',,.., 


fournisse  des  restes  donnés 

il  suffira  de  prendre 

(10)  1=.  Ap  -\'  Bq  +  Cr  -I- . ,  .  -+-  mahc..., 

A  étant  un  multiple  de  -  =  bc...  qui,  divisé  par  a,  donne  i  pour  reste  « 
tétant  un  multiple  de  j  =  ac...  qui,   divisé  par  Z»,   donne  encore   i   poiu 

leste  ,  etc.,  et  m  étant,  d'ailleurs,  un  nombre  entier  quelconque. 

La  proposition  que  nous  venons  d  énoncer  a  été  donnée  par  Euler  ;  elle  s« 
tiouve  dans  le  Mémoire  intitulé  :  Solutio  prohlematis  arithmetici  de  irwe- 
fiiendo  numéro  qui  per  datas  numéros  divisus  rclinquat  data  residua  (voir 
le  tome  VII  des  Mémoires  de  Saint-Pétersbourg^  années  1 734- 1 735).  On  voit 
qu'elle  se  déduit  aisément  du  i*''"  théorème;  mais  on  pourrait  aussi  déduire  le 
i^"" théorème  du  second,  et  la  formule  (7)  de  l'équation  (9).  En  effet, 
soit  /  un  nombre  entier  quelconque  décomposé  en  facteurs  «,6,c,...  pre- 
iniers  entre  eux;  soit,  de  plus,  /  un  quelconque  des  nombres  inférieurs  à  /, 
et  nommons  p,^,  r,...  les  restes  que  l'on  obtient  quand  on  divise  l  par  les  fac- 
teurs a.,b.,  c ^....  On  pourra,  d'après  le  a*'  théorème ,  déterminer  /  par  la  foi  - 
mule  (9)  jointe  aux  équations  (8),  x,  y,  z,...  étant  choisis  de  manière  à  vérifier 
les  conditions  (6).  Gela  posé,  concevons  que,  dans  les  formules  (9),  on  sub- 
stitue les  valeurs  de  A  ^  B,  Cy..  tirées  des  équations  (8);  alors,  en  prenant 

.r  =  px,      J  =  fn,       z=rz,..., 

on  retrouvera  précisément  la  formule  ('7),  qui  ne  sera  point  altérée  quand  uu 
fera  croître  ou  décroître  œ  d\ui  multiple  quelconque  àe  a^  j  d'un  multiple 
quelconquede  ^,...;  d'où  il  suitque  l'on  pourra  supposer, dans  la  formule(7;. 
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X  réduit  à  l'un  des  nombres 

O,     I,    2,.'-7    ^  —    '5 

j  réduit  à  l'un  des  nombres 

o,    I,   2,...,   h  —  I, 
etc.... 

Supposons  maintenant  que  /  soit  un  nombre  premier  à  /.  Le  i^'  théorème 
continuera  encore  de  subsister,  et,  par  suite,  on  pourra  vérifier  la  formule  (7), 
en  prenant  pour  j:  un  entier  inférieur  à  a^  pour^  un  entier  inférieur  à  ^,... 
Mais  les  deux  nombres 

/     et     i=:zabc... 

étant,  par  hypothèse,  premiers  entre  eux,  il  est  clair  que,  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (7),  le  seul  terme  non  divisible  par  <^,  ou  le  produit 

~  X'  ==  bc.x, 

devra  être  premier  à  a;  donc  jc  lui-même  devra  être  premier  à  a.  Pareille- 
ment, j  devra  être  premier  kb,  z  k  c,....  Donc,  lorsque  l  est  premier  à  /, 
on  peut  vérifier  la  formule  (7) ,  en  prenant  pour  x  un  entier  inférieur  et  prt^- 
mier  à  «,  pour  j"  un  entier  inférieur  et  premier  à  />,  etc.  On  peut  donc  énoncei 
encore  la  proposition  suivante  : 

3^  Théorème.  Supposons  le  nombre  entier/  décomposé  en  facteurs  a^  Z»,  c,... 
premiers  entre  eux.  L'expression  générale  des  nombres  /  premiers  à  i  sera 

lz=  -X  -\-  t7'H--;z  +  ...4-  mabc, 

a  0  ■'  c  ' 

X  étant  un  nombre  inférieur  et  premier  à  a^  y\m  nombre  inférieur  et  pre- 
mier à  ^,  z  un  nombre  inférieur  et  premier  à  c,...,  et  m  représentant  un 
nombre  entier  quelconque. 

Le  3*"  théorème  a  été  énoncé  par  M.  Poinsot  dans  le  Journal  de  Mathéma- 
tiques de  M.  Liouville  [février  i845J.  La  démonstration  qu'il  en  a  donnée  re- 
pose en  partie  sur  les  considérations  que  nous  avons  reproduites  en  les  appli- 
quant à  l'établissement  du  i*'^  théorème,  en  partie  sur  la  formule  qui  indique 
combien  il  existe  de  nombres  inférieurs  à  /  et  premiers  à  /.  Mais,  comme  on 
le  voit,  on  peut  se  dispenser  de  recourir  à  cette  dernière  formule,  et  déduire 
le  3*^  théorème  du  premier.  On  pourrait  aussi  le  déduire  du  2*^,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même  ,  de  la  formule  (10)  donnée  par  Euler. 


(  ,5o) 
11  est  bon  d'observer  que  l'on  pourrait  encore  tirer  immédiatement  la 
formule  (i)  d'une  proposition  établie  par  M.  Gauss,  savoir,  que  ,  dans  le  cas 
ou  plusieurs  nombres  entiers  Jl>,  ofî),  G,...  n'offrent  pas  de  diviseur  commun, 
on  peut  toujours  satisfaire,  par  des  valeurs  entières ^  positives  ou  négatives 
de  X,  y,  z,...,  à  Véquation 

(II)  JLx  +  iftjy -f- ©z -f- .  . .  =  I . 

En  effet,  cette  proposition  étant  admise,  multiplions  par  un  entier  quelcon- 
que l  les  deux  membres  de  la  formule  (i  i) ,  et  posons 

X  = /x,      j  z=z  ly^       z  =  lz,...; 
on  trouvera 

(  I  2)  o'I'X  4-  1^7-  -f-  Gz  4-  .  .  .  =  /. 

Soient  maintenant  a,  b,  c,...  des  nombres  premiers  entre  eux.  Nommons  /leur 
produit,  et  posons 

;i3)  ^1,=:  -  =  bc...,  ift,  =  7  =  «C...,  Q  =  -  =  ab.... 

'  a  b  c 

Il  est  clair  que  ^,  a)b,  G,...  n'auront  pas  de  diviseur  commun.  Donc  Téqua- 
lion  (12)  donnera 

(i4)  '-x-^ -^j-^'-z  ■+■... =  1. 

On  pourra  donc  encore  satisfaire,  par  des  valeurs  entières  de  x, y,  -S,.--?  ^ 
l'équation  (i4)»  de  laquelle  on  déduira  immédiatement  la  formule  (i),  en 
supposant  /  inférieur  à  i  et  faisant  croître  ou  décroître,  s'il  est  nécessaire,  oc 
d'un  multiple  de  a^j  d'un  multiple  de  ^,  z  d'un  multiple  de  c,.... 

Observons  enfin  que,  du  3*^  théorème,  joint  aux  théorèmes  connus  de 
Wilson  et  de  Fermât,  on  peut  immédiatement  déduire  une  proposition 
énoncée  par  M.  Gauss,  savoir:  que  le  produit  de  tous  les  nombres  inférieurs 
à  i  et  premiers  à  i,  étant  divisé  par  /,  fournit  un  reste  équivalent  à  —  ^, 
quand  i  est  une  puissance  d'un  nombre  premier,  ou  le  double  d'une  telle 
puissance,  ou  le  nombre  4  ?  €t  fournit,  dans  tous  les  autres  cas,  un  reste 
équivalent  à  l'unité. 

Les  théorèmes  divers  que  nous  venons  de  rappeler  sont  particulièrement 
utiles  dans  la  théorie  des  permutations,  ainsi  qu  on  le  verra  dans  les  Mémoires 
qui  suivront  la  présente  Note. 


(  >5.  ) 


MÉMOIRE 


ARRANGEMENTS  QUE    L'ON    PEUT    FORMER    AVEC   DES   LETTRES   DONNÉES, 

Et  sur  les  permutations  ou  substitutions  à  l 'aide  desquelle' 
on  passe  d'un  arrangement  à  un  autre. 


§  P'.   —   Considérations  gént-rales. 
Soient 

diverses  lettres,  qui  soient  censées  représenter  des  variables  indépendantes. 
Si  Ton  numérote  les  places  occupées  par  ces  variables  dans  une  certaine 
fonction  i},  et  si  Ion  écrit  à  la  suite  les  unes  des  autres  ces  variables  ,r, 
y,  c,...  rangées  d'après  Tordre  de  grandeur  des  numéros  assignés  aux  places 
quelles  occupent,  on  obtiendra  un  certain  arrangement 

et  quand  les  variables  seront  déplacées,  cet  arrangement  se  trouveia  rejn 
placé  par  un  autre,  qu'il  suffira  de  comparer  au  premier  pour  connaitre  la 
nature  des  déplacements.  Cela  posé ,  les  diverses  valeurs  d'une  fonction 
de  n  lettres  correspondront  évidemment  aux  divers  arrangements  que  l'on 
pourra  former  avec  ces  n  lettres.  D'ailleurs,  le  nombre  de  ces  arrangemenîs 
est,  comme  l'on  sait,  représenté  par  le  produit 

I  .2.3...  ^z. 

Si  donc  ou  pose,  pour  abréger, 

N=   1.2.3... 72, 

iVsera  le  nombre  des  valeurs  diverses,  égales  on  distinctes,  qu'une  lonction 
de  n  variables  acquerra  successivement  quand  on  déplacera  de  toutes  les 
manières,  en  les  substituant  l'une  à  l'autre,  les  variables  dont  il  s'agit. 


(  i50 
On  appelle  permutation  ou  substitution  l'opération  qui  consiste  à  dé- 
placer les  variables,  en  les  substituant  les  unes  aux  autres,  dans  une  valeur 
donnée  de  la  fonction  i^,  ou  dans  l'arrangement  correspondant.  Pour  indi- 
quer cette  substitution,  nous  écrirons  le  nouvel  arrangement  qu'elle  pro- 
duit au-dessus  du  premier,  et  nous  renfermerons  le  système  de  ces  deux  ar- 
rangements entre  parenthèses.  Ainsi,  par  exemple,  étant  donnée  la  fonction 

où  les  variables  .r,^,  z  occupent  respectivement  la  première,  la  seconde  et 
la  troisième  place,  et  se  succèdent  en  conséquence  dans  l'ordre  indiqué  pai- 
i'nrrangement 

xjz, 

si  Ton  échange  entre  elles  les  variables  j^  z  qui  occupent  les  deux  dernières 
places,  on  obtiendra  une  nouvelle  valeur  O'  de  1^,  qui  sera  distincte  de  la 
première,  et  déterminée  par  la  formule 

il'  =  a?  -h  ar-  -h  3/. 

D'ailleurs,  le  nouvel  arrangement,  correspondant  à  cette  nouvelle  valeur, 
sera 

OCZJ, 

pt  la  substitution  par  laquelle  on  passe  de  la  première  valeur  a  la  seconde, 
se  trouvera  représentée  ]5ar  la  notation 


\xyz) 


qui  indique  suffisamment  de  quelle  manière  les  variables  ont  été  déplacées. 
j.es  deux  arrangements  oczj,  ocjz,  compris  dans  cette  substitution,  forment 
ce  que  nous  appellerons  ses  deux  termes  y  ou  son  numérateur  et  son  dénomi- 
nateur. Comme  les  numéros  qu  on  assigne  aux  diverses  places  qu'occupent 
les  variables  dans  une  fonction  sont  entièrement  arbitraires,  il  est  clair  que 
l'arrangement  correspondant  à  une  valeur  donnée  de  la  fonction  est  pareil- 
lement arbitraire,  et  que  le  dénominateur  d'une  substitution  quelconque 
peut  être  l'un  quelconque  des  N  arrangements  formés  avec  les  7i  variables 
données.  On  arrivera  immédiatement  à  la  même  conclusion  en  observant 
qu'une  substitution  quelconque  peut  être  censée  indiquer  un  système  déter- 
miné d'opérations  simples  dont  chacune  consiste  à  remplacer  une  lettre  du 
dénominateur  par  une  lettre  du  numérateur,  et  que  ce  système  d'opérations 
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ne  variera  pas  si  Ton  échange  entre  elles  d'une  manière  quelconque  le?: 
lettres  du  dénominateur,  pourvu  que  l'on  échange  entre  elles,  de  la  même 
manière,  les  lettres  correspondantes  du  numérateur.  Il  en  résulte  qu'une 
substitution ,  relative  à  un  système  de  n  variables,  peut  être  présentée  sous  N 
formes  différentes  dont  nous  indiquerons  l'équivalence  par  le  signe  =.  Ainsi, 
par  exemple,  on  aura 

\.Tfz/         \xzyj         \zxj-l 

Observons  encore  que  l'on  peut ,  sans  inconvénient ,  effacer  toute  lettre  qui 
se  présente  à  la  même  place  dans  les  deux  termes  d'une  substitution  donnée, 
cette  circonstance  indiquant  que  la  lettre  ne  doit  pas  être  déplacée.  Ainsi, 
en  particulier,  on  aura 


xjzj  \yzj 


Lorsquon  a  aiusi  éliminé  d'une  substitution  donnée  toutes  les  lettres  quii 
est  possible  d'effacer,  cette  substitution  se  trouve  réduite  à  sa  plus  simple 
expression. 

Le  produit   d'un   arrangement  donné    xjz  par   une  substitution    (     .  ) 

est  le  nouvel  arrangement  xzf  qu  on  obtient  en  appliquant  cette  substitu- 
tion même  à  l'arrangement  donné.  Le  produit  de  deux  substitutions  est  la 
substitution  nouvelle  qui  fournit  toujours  le  résultat  auquel  conduirait  l'ap- 
plication des  deux  premières ,  opérées  l'une  après  1  autre ,  à  un  arrangement 
quelconque.  Les  deux  substitutions  données  sont  les  deux  facteurs  du  pro- 
duit. Le  produit  d'un  arrangement  par  une  substitution  ou  d'une  substitu- 
tion par  une  autre  s'indiquera  par  l'une  des  notations  qui  servent  à  indiquei- 
le  produit  de  deux  quantités,  le  multiplicande  étant  placé,  suivant  la  cou- 
tume, à  la  droite  du  multiplicateur.  On  trouvera  ainsi,  par  exemple, 


iyxuz\   _   /yx\/n 
\xyzu)  ~  \.Ty)\z 


Il  y  a  plus  ;  on  pourra ,  dans  le  second  membre  de  la  dernière  équation , 
échanger  sans  inconvénient  les  deux  facteurs  entre  eux ,  de  sorte  qu'on  aura 

Ejt    dAn.  et  de  Ph    moth.,  T.  III.  {'29«  Uvr.)  20 


(  i54) 


\xyzuj         \zu  I  \xyj 


Mais  cet  échange  ue  sera  pas  toujours  possible,  et  souvent  le  produit  de  deux 
substitutions  variera  quand  on  échangera  les  deux  facteurs  entre  eux.  Ainsi, 
en  particulier,  on  trouvera 

lyx\(zy\  _  (yzx\         ^^        [zy\  (  yx\   _   l  zxy  ^ 


'V'"' )  =  (''"'i   et   ('''] 

rj\yzl        \xyzl  \yz) 


\xy)\yzl         \^yzl  \yzj\xyl  X-^y^' 

Nous  dirons  que  deux  substitutions  sont  permutables  entre  elles,  lorsque 
leur  produit  sera  indépendant  de  l'ordre  dans  lequel  se  suivront  les  deux 
facteurs. 

Rien  n'empêche  de  représenter  par  de  simples  lettres 

A,   B,    G,..., 

ou  par  des  lettres  affectées  d'indices 

A< ,  A2,  A3 , .  .  . , 

les  arrangements  formés  avec  plusieurs  variables.  Alors  la  substitution  qui 
aura  pour  termes  A  et  B  se  présentera  simplement  sous  la  forme 


et  1  on  aura 


a)' 


/  B 


De  plus,  si,  eu  appliquant  à  l'arrangement  G  la  substitution  (  .  )  •  ou  pro- 
duit l'arrangement  B,  on  aura  non-seulement 


(^)^  =  '^' 


mais  encore 

(!) 


=  ic)- 
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I.e  nombre  total  des  substitutions  relatives  au  système  de  n  variables 
X,  j,  z,. . .  est  évidemment  égal  au  nombre  iV^  des  arrangements  que  l'on 
peut  former  avec  ces  variables ,  puisqu  en  prenant  pour  dénominateur  un 
seul  de  ces  arrangements,  le  premier  par  exemple,  on  peut  prendre  pour 
numérateur  l'un  quelconque  d'entre  eux.  La  substitution,  dont  le  numéra- 
teur est  le  dénominateur  même,  peut  être  censée  se  réduire  à  l'unité,  puis- 
qu'on peut  évidemment  la  remplacer  pai-  le  facteur  i ,  dans  les  produits 


0^  = 


G, 


(c)=Q(:)=(c)- 


Une  substitution  i    U  multipliée  par  elle-même  plusieurs  fois  de  suite, 

donne  pour  produits  successifs  son  carré j  son  cube^  et  généralement  ses  di- 
verses puissances  y  qui  sont  naturellement  représentées  par  les  notations 


(!)''  O^' 


D'ailleurs,  la  série  qui  aura  pour  termes  la  substitution^     j  et  ses  diverses 
puissances ,  savoir , 

ne  pourra  jamais  offrir  plus  de  N  substitutions  réellemeni  distinctes.  Donc  , 
en  prolongeant  cette  série ,  on  verra  bientôt  reparaître  les  mêmes  substitutions. 
D'autre  part,  si  l'on  suppose 

h  étant  <  Z,  alors,  en  faisant,  pour  abréger, 
on  aura 

ay=ar =(!)'(!)' 

par  conséquent 


{l)'  = 


étant  évidemment  inférieur  à  l.  Il  y  a  plus;  si ,  en  supposant  la  valeur  de  / 
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déterminée  par  la  formule  précédente ,  on  nomme  l  un  nombre  entier  quel- 
conque, k  le  quotient  de  la  division  de  l  par  i,  et;  le  reste  de  cette  division, 
en  sorte  qu'on  ait 

j  étant  inférieur  à  i ,  on  trouvera  non-seulement 
mais,  en  outre, 


:)'=(!ray=ay^ 


et ,  en  étendant  l'avant-dernière  formule  au  cas  même  où  le  nombre  h  se  ré- 
duit à  zéro,  on  aura  encore 


A/     ='- 


En  vertu  des  remarques  que  nous  venons  de  faire,  si  Ion  prolonge  indé- 
finiment la  série  dont  les  divers  termes  sont 


ar=^  Q-  ^'  a)'>- 


le  premier  des  termes  qu'on  verra  reparaître  sera  précisément  l'unité,  et  a 
partir  de  celui-ci  les  termes  déjà  trouvés  se  reproduiront  périodiquement 
dans  le  même  ordre,  puisqu'on  aura,  par  exemple, 


Donc  le  nombre  i  des  termes  distincts  de  la  série  sera  toujours  la  plus  petite 
des  valeurs  entières  de  i  pour  lesquelles  se  vérifiera  la  formule 

Le  nombre  ?,  ainsi  déterminé,  ou  le  degré  de  la  plus  petite  des  puissances 
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de(^)   équivalentes  à  l'unité,    est   ce  que    nous  appellerons  le  dej^ré   ou 

Yordre  de  la  substitution  (  ^  ) . 

Supposons  maintenant  qu'une  substitution   réduite  a  sa   plus  simple  ex- 
pression se  présente  sous  la  forme 

\j-r.  ■  .ui'w  / 

c'est-à-dire  qu  elle  ait  pour  objet  de  remplacer  jc  par  7 ,  puisj  par  z, .  .  .  ,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  une  dernière  variable  w,  qui 
devra  être  remplacée  par  la  variable  x  de  laquelle  on  était  parti.  Pour  effec- 
tuer cette  substitution  ,  il  suffira  évidemment  de  ranger  sur  la  circonférence 
d'un  cercle  indicateur,  divisée  en  parties  égales,  les  diverses  variables 

eu  plaçant  la  première,  la  seconde,  la  troisième,.  .  .  sur  le  premier,  le  second, 
le  troisième , .  .  .  point  de  division ,  puis  de  remplacer  chaque  variable  par  celle 
qui  la  première  viendra  prendre  sa  place,  lorsqu'on  fera  tourner  dans  un 
certain  sens  le  cercle  indicateur.  Pour  ce  motif  nous  donnons  à  la  substitu- 
tion dont  il  s'agit  le  nom  de  substitution  circulaire.  Nous  la  représenterons, 
pour  abréger,  par  la  notation 

et  il  est  clair  que,  dans  cette  notation,  une  quelconque  des  variables 

.r , j",  z,.  .  .  «,  t^,  iv 

pourra  occuper  la  première  place.  Ainsi,  par  exemple,  on  aura  identi- 
quement 

iX,J,  z)  =  j,z,  x)  —  [z,x,j). 

Si  l'on  nomme  /  le  nombre  des  variables  comprises  dans  une  substitution 

circulaire 

i^x,  y\  z,...,  u,  V,  tv), 

alors,  pour  opérer  cette  substitution  /  fois  de  suite,  ou,  ce  qui  revient  au 
même  ,  pour  l'élever  à  la  puissance  du  degré  /,  il  suffira  évidemment  de  faire 
tourner  le  cercle  indicateur,  de  manière  que  le  point  de  division  correspon- 
dant à  chaque  lettre  parcoure  une  portion  de  la  circonférence  mesurée  par 
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le  rapport  r-   Cela  posé,  pour  ramener  chaque  lettre  à  sa  place,  il  faudra 

évidemment  que  r  soit  un  nombre  entier,  et  que  l'on  ait  au  moins  /  =  i. 

Donc  Tordre  d'une  substitution  circulaire  sera  précisément  le  nombre  i  des 
lettres  qu'elle  renferme. 

Si,  dans  le  cercle  indicateur,  ou  joint  par  une  corde  deux  points  de  divi- 
sion correspondants  à  deux  variables  dont  l'une  prendrait  la  place  de  l'autre, 
en  vertu  de  la  substitution  circulaire 

(jc,  j-,  2,...,   Il,   if,  w), 

l  fois  répétée,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  vertu  de  la  substitution 

le  système  des  cordes  ainsi  tracées  offrira  évidemment  ou  un  polygone  ré- 
fi^ulier,  ou  un  système  de  polygones  réguliers. 

Si  le  degré  /  est  premier  à  /,  c'est-à-dire  au  nombre  qui  représente  lordie 
de  la  substitution  circulaire 

^,  j-,  z,...,  u,  if,  w), 

le  système  des  cordes  dont  il  s'agit  constituera  simplement  un  polygone  ré- 
;ïulier,  qui  pourra  être  du  genre  de  ceux  que  M.  Poinsot  a  nommés  polj- 
L^ories  étoiles.  Mais  si,  les  nombres  /  et  i  offrant  un  ou  plusieurs  facteurs 
communs,  on  nomme  k  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  deux  nombres, 
et  a  le  quotient  de  la  division  de  /par  A,  alors  le  système  des  cordes  tracées 
constituera  un  système  de  k  polygones  réguliers,  étoile^sou  non  étoiles,  dont 
chacun  renfermera  a  côtés  seulement.  Donc  alors  aussi  la  substitution 

[JC,  j\   z,...,   u,   if,   w)' 

sera  le  produit  de  l<  sul)stitutions  circulaires  de  l'ordre  a.  Si,  pour  fixer  les 
idées,  on  pose  /  =li,  alors,  eu  élevant  à  la  seconde  et  à  la  troisième  puissance 
la  substitution  circulaire 

[JC,    J.    z,    II), 

on  trouvera 

[X,  j,    z,   u)'  =  [jc,   s)  if.   II),      {x,  j,   z,   uf  =z  {x,  u,   z,  J). 

Si,  au  contraire,  fou  pose  z  =6,  alors,  en  élevant  à  diverses  puissances  la 
qibstitution  circulaire 

[X.  j\   z.   u,   (',    w). 
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on  trouvera 
(JC,J,  Z,U,  t',  wy  =r  [JC,  Z,  if)  {j^U.W,      [oc^y^  -j",^,  Wf^=-  (X,  II)  î)r,  v^  'i-,iv), 

(.r,j^,  z.,it^  t>,  w)*  =  {pc^  v^  z)  [y^  w, m),     [oc^  j^z^u^  t^,  tv/=  (x^  w,  (',  ?/,  z-,  jk  . 

Soient  maintenant 

A   et  V> 

deux  quelconques  des  arrangements  que  Ton  peut  former  avec  //  va- 
riables, oc ,  j^  z,.  .  .  .  Pour  substituer  le  second  arrangement  au  premiei', 
il  suffira  évidemment  d'opérer  une  ou  plusieurs  substitutions  circulaires,  que 
l'on  formera  sans  peine  en  éciivant  à  la  suite  Tune  de  l'autre  deux  variables, 
dont  Tune  sera  remplacée  par  lautre  (juaud  on  passera  du  premier  arrange- 
ment au  second,  En  conséquence,  la  substitution  (^)  ,  réduitf^à  sa  plus  simple 

expression,  sera  nécessairement,  ou  une  substitution  circulaire,  ou  le  pro- 
duit   de   plusieurs    substitutions   circulaires.    On    trouvera,    par   exemple. 

en  supposant  que  (M  renferme  quatre  ou  cinq  variables, 

=    [3C,u){r,z),         [        -'       \     —     LX,Z,V    l    Y,  li]. 

Les   substitutions  circulaires   dont  une  substitution    quelconque  ['    j  sera 

le  produit,  sont  ce  que  nous  appellerons  \e<, Jacfcuis  circulaires   de    ( 
Deux  quelconques  d'entre  elles,  étant  composées  de  lettres  diverses,  serout 
évidemment   permutables.     Donc ,    tous    les    facteuivs    circulaires    de    |   '  ) 

seront  permutables  entre  eux,  et  représenteront  des  substitutions  qui  pour- 
ront être  effectuées  dans  un  ordre  quelconque.  11  v  a  plus  :  comme  deux 
substitutions  égales  seront  nécessairement  permutables  entre  elles,  si  Ion 

élève  (  *  )  '"^  des  puissances  quelconques,  on  obtiendra  de  nouvelles  5!dx->îj- 

tutions  qui  seront  permutables  entre  elles ,  ainsi  que  leurs  facteurs  rejjrésentés 

par  des  puissances  des  facteurs  circulaires  de  (     )  ■ 

Supposons,   poui'  fixer  les  idées,  que  les   variables   comprises   dat:s   U< 

divers  facteurs  circulaires  de  f  .  ]  soient  respectivement  : 

dans  le  premier  facteur a,  c,  y..  .  .; 

dans  le  second  facteur À ,  a,  v,.  .  .  ; 

dans  le  troisième  facteur ç>,  /,  d>,. .  .  ; 

etc.  etc. 


(  i6o  ) 
en  sorte  qu  on  air 

Alors,  /  étant  un  nombre  entier  quelconque,   on  aura  encore 

(^y  =  (a, ê,  7,-..)' (X, p., V, ...)'(?,/.,+,. ••)'■■■; 
et,  pour  que  /  vérifie  l'équation 

il  faudra  qu'on  ait  séparément 

(3)       (a,g,y,...y=-i,     (>.,/x,v,. ..)'=!,     ^9,/,^,.../=!,.... 

Or,  les  seules  valeurs  de  /,  propres  à  vérifier  lequation  (2),  seront  Tordre  /  de 

la  substitution  (  .  )  f't  l<^s  multiples  de  /.  Pareillement  les  valeurs  de  /  propres 

à  vérifier  l'une  quelconque  des  formules  (3)  seront  l'ordre  du  facteur  circu- 
laire qui  entre  dans  cette  formule  et  les  multiples  de  cet  ordre.  Cela  posé, 

soient 

a,  b,  c ,.  .  . 

les  nombres  qui  représcnleut  les  ordres  respectifs  des  substitutions  circulaires 

^a,ê,7,...,,     (>,,/7,,v,...),     (9,x,  t];,..  . ).••••- 
et  r  le  nombre  des  vaiiables  qui  se  trouvent  exclues  de  la  substitution  (     \ 
quand    elle  est  réduite  a  son  expression  la  plus   simple.  Non-seulement  uu 
aura 

[^[^)  a  -^  h  -^  c  -i-  .  .  .  +  r  =  fi , 

attendu  que  les  divers  groupes 


a. 

0, 

7- 

'^•■> 

P'^ 

'■^? 

ç, 

l^ 

V  ' 

etc.. 

devront  renfermer  en  somme  les  n  —  r  lettres  auxquelles  se  rapporte  la  substi- 
tution (     )  ;  mais,  de  plus,  on  conclura  évidemment  de  ce  qui  précède,  que 


(   ,6,  ) 

Toidre  /  de  la  substitution  (  )  sera  le  plus  petit  nombre  divisible  à  la  fois 
par  a,  par  b,  par  c,  etc. 

Considérons  maintenant  en  particulier,  parmi  les  variables  x,  j^  z,..., 
celles  qui  ne  sont  pas  déplacées  par  la  substitution  f  J,  et  nommons  u  \\me 
de  ces  dernières.  Gomme  nous  l'avons  remarqué,  la  variable  u  se  trouvera 
exclue  de  la  substitution  (      |  réduite  à  son  expression  la  plus  simple;  mais, 

d'autre  part,  rien  n'empêchera  de  mettre  cette  variable  u  en  évidence^  et  de 
la  considérer  comme  formant  à  elle  seule  un  facteur  circulaire  du  piemier 
ordre  ,  savoir,  le  suivant  : 


On  pourra  même  présenter   ce  facteur  du  premier  ordre   sous  une   fornte 
analogue  à  celles  des  facteurs  circulaires 

eu  écrivant  simplement  [u)  au  lieu  de  (  "j,  de  même  qu'on   écrit   (x,  j), 

[x^jr,  2),...  au  lieu  de  (j^;),   Ç;;)-"- 

Il  suit  de  cette  observation  que  ,  dans  la  fornnile  iZj),  on  peut  regarder  la 
lettre  r  comme  exprimant  le  nombre  des  facteurs  circulaires  du  premier 

ordre  ,  renfermés  dans  la  substitution  ().  Ajoutons  que,  dans  la  formule (4), 

deux  ou  plusieurs  des  nombres 

a,  h  ^  c,.  .  .,  V 

peuvent  être  supposés  égaux  entre  eux.  Si  l'on  se  place  dans  cette  hypothèse, 

et  si,  pour  plus  de  commodité,  on  suppose  la  substitution  (     j    équivalente 

au  produit  que  l'on  obtient  quand  on  multiplie  entre  eux 

j  facteurs  circulaires  de  Tordre  «, 
:^  facteurs  circulaires  de  l'ordre  ^, 
h    facteurs  circulaires  de  Tordre  c^ 

etc. ,  et  enfin 
/•     facteurs  circulaires  du  premier  ordre;  la  formule  (4)  se  trouvera  évi- 
demment remplacée  par  la  suivante 

(5)  ja  -h  ^h  -^  hc  -t-  ,  .  .-\-r  —  n. 

/-r.  dAn     'tdc  Pk,  malh..T.  UI,   'SO^    livr.)  2  1 
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Une  substitution  quelconque  (^\  sera  dite  régulière^  lorsqu'elle  sera,  ou 
une  substitution  circulaire,  ou  le  produit  de  plusieurs  substitutions  circu- 
laires de  même  ordre.  Elle  sera  irrégulière  dans  le  cas  contraire.  Cela  posé, 
l'ordre  d'une  substitution  régulière  est  évidemment  l'ordre  de  ses  facteurs 
circulaires;  de  plus,  toute  substitution  régulière  est  une  puissance  dune 
certaine  substitution  circulaire.  Ainsi ,  par  exemple,  la  substitution  régulière 

[X,    II)    {J^    v)    (z,    U') 

est  le  cube  de  la  substitution  circulaire 

{x,  J,   z,   u,    V  ,    w). 

Enfin,  étant  donnée  nne  substitution  régulière  qui  renferme  plusieurs  va- 
iiables  ^  ,  j,  z, . .  .,  celles  de  ses  puissances  qui  ne  se  réduiront  pas  à  l'unité 
serontdes  snbstitutions  régulières  qui  renfermeront  nécessairement  toutes  ces 
variables.  Au  contraire,  les  puissances  d'une  substitution  irrégulière  seront , 
les  unes  irrégulières,  les  autres  régulières;  et  celles  qui  seront  régnlières  ren- 
fermeront un  moindre  nombre  de  variables.  Ainsi,  par  exemple,  la  sub- 
stitution  inégulière 

qui  renferme  les  variables 

X,    f^    z,    II,    V, 

anra  pour  cinquième  puissance  la  substitution   irrégulière 

{x,  z,  j)  (^^,  y), 

qui  renfermera  encore  les  cinq  variables  données;  mais  elle  aura  pour 
carré,  pour  cube  et  pour  quatrième  puissance  les  substitutions  régulière.^ 

(X,  Z,j\      («,   (;),      (x,jr,   z), 

dont  chacune  renfermera   deux  ou   trois  variables   seulement. 

Il  est  bon  d'observer  que  si,  après  avoir  substitué  à  l'arrangement  A  un 
autre  arrangement  B,  on  veut  revenir  de  l'arrangement  B  à  l'arrange- 
ment A,  cette  seconde  opération,  inverse  de  la  première,  sera  représentée  , 
non  plus  par  la  notation  [\  ,  mais  parla  notation  (t\  En  conséquence,  il 
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est  naturel  de  dire  que  les  deux  substitutions 


(ly 


sont  inverses  l'une  de  l'autre.  Gela  posé,  il  est  clair  que,  si  la  siibsiitu- 
tir)n  (  \  fait  passer  h  !a  place  de  x  une  autre  variable  j,  la  substitu- 
tion inverse   (     j  fera  passer,  au  contraire,  j  à  la  place  de  œ.  Si  la  sui)- 

siitution  (  I  se  réduisait  à  une  substitution  circulaire  du  second  ordre, 
en  sorte  qu'on  eût ,  par  exemple  , 


il) 


=   (^^  j), 


elle  aurait  pour  effet  unique  d'ëciranger  entre  elles  les  deux  variables  Jt-,  j, 
i't  se  confondrait  avec  la  substitution  inverse 


(b)  =  (.'.  -)• 


Ajoutons  que  les  facteurs  circulaires  de  i     j  seront  évidemment  inverses 
des  facteurs  circulaires  de  (     ]  • 


§  II.  — Extension  des  notations  adoptées  dans  le  premier  paragraphe.  Substitutions  semblables 
entre  elles. 

Considérons  n  variables  indépendantes 

X,  7,   2,..., 
et  soient 

A,  B,  C,  D,  etc. 

les  arrangements  divers  qui  peuvent  être  formés  avec  ces  variables,   i^ien 
n'empécbera  de  représenter  par  de  simples  lettres 

P,  Q,  R,.,. 

les  substitutions  qui  consistent  à  remplacer  ces  arrangements  l'iui  par  l'autre, 
et  de  prendre ,  par  exemple , 

•'=(!)'  Q  =  (c)- 
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Cela  posé,  les  diverses  puissances  dune  substitution  P  se  trouveront  repré- 
sentées par  les  notations 

V"  =  I,     P,   P^  P%...; 
et  si  Ion  nomme  /  l'ordre  de  la  substitution  P,  c'est-à-dire  la  plus  petite  des 
valeurs  entières  de  /  pour  lesquelles  se  vérifie  la  formule 

ï)  P'=i; 

alors,  en  désignant  par  k  et  par  /des  nombres  entiers  «pielconques,  on  aura 

(2)  pAv4-^   ^   p/_ 

En  généralisant  la  formule  (2),  on  est  naturellement  amené  à  considérer 
non-seulement  des  puissances  positives,  mais  encore  des  puissances  négatives 
^le  ia  substitution  P.  En  effet,  pour  assigner  une  signification  précise  à  la 
notation 

p-', 

il  suffit  d'étendre,  par  analogie,    la  foimule  (2)  au  cas  même  où  /devient 
négatif.  Alors  on  trouve 

(3)  yy-i  ==  pA.w^ 

et,  en  particulier, 

(4)  p-<  ^  p,-,_ 

8i,  pour  fixer  les  idées,  on  siijjpose  i  =  G,  et 

P  =  (x,  j,  2)   (m,   i.), 
(u  aura 

P~*    =  P'"   =  (X,2,jr)   ("?  ^')- 

La  substitution  P-*  n'étant  pas  distincte  de  la  snbstituiion  P'-\  il  en  lésulte 
que  chacun  des  produits 

PP-"      ou     P-'  P 

se  réduit ,  comme  on  devait  s'y  attendre,  à 

P'  =:P"=  I. 

Donc,  par  suite,  si  l'on  a 

p-'  sera  ia  substitution  qui,  multipliée  par   (^^V   donne  pour  produit  Tu- 
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nité,  c'est-à-dire  la  substitution  l^^\  ,  inverse  de  (^^j.  Ainsi,  les  notalions 

P,  P-^ 

désignent  généralement  deux  substitutions  inverses  l'une  de  l'autre. 

Ajoutons  que  l'inverse  de  la  substitution  F  sera  évidemment  P"'. 

Deux  substitutions  étant  toujours  inverses  l'une  de  l'autre,  quand  leur 
produit  est  l'unité ,  on  en  conclut  que  la  substitution  PQ  a  pour  inverse  Q-*  P'' , 
et  que,  pareillement,  la  substitution  P''Q*  a  pour  inverse  Q-M^-^. 

Deux  substitutions  distinctes 

p=a),  Q=(?) 

seront  dites  semblables  entre  elles,  quand  elles  offriront  le  même  nombre 
de  facteurs  circulaires  et  le  même  nombre  de  lettres  dans  les  facteurs  circu- 
laires correspondants,  en  sorte  que  les  facteurs  circulaires,  comparés  deux  à 
deux,  soient  de  même  ordre. 

D'après  cette  définition,  deuxsubstitutions  circulaires  de  même  ordre  seront 
toujours  semblables  entre  elles ,  et  l'on  pourra  en  dire  autant  de  deux  sub- 
stitutions régulières  qui ,  étant  de  même  ordre,  offriront  le  même  nombre 
de  facteurs  circulaires.  Ainsi,  par  exemple,  la  substitution  circulaii-e  de  se- 
cond ordre 

(•3^5  j) 

sera  semblable  à  chacune  des  substitutions 

[x,  z),     [œ,  «),...,     (j,  2),.... 
La  substitution  du  troisième  ordre 

[jc ,  7,  z) 

sera  semblable,  non-seulement  à  son  carré 

mais  encore  à  chacune  des  substitutions 

Ainsi  encore  les  trois  substitutions  régulières ,  du  second  ordre ,  que  l'on  peuf 
former  avec  quatre  variables  x,  j,  z,  u,  savoir  : 

(x,  j)(z,  w),     (^,  z)  if,  u\     [X,  w)(7,  z). 
sont  semblables  l'une  à  l'autre. 
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Étant  données  deux  substitutions  P,  Q  semblables  entre  elles ,  on  peut  tou- 
jours écrire  la  seconde  au-dessus  de  la  première  ,  de  telle  sorte  que  les  fac- 
teurs circulaires  de  même  ordre  se  correspondent  deux  à  deux.  Alors ,  aux 
diverses  variables  que  renfermait  la  substitution  P,  correspondront,  dan> 
la  substitution  Q,  d'autres  variables  qui  remplaceront  les  premières.  Gela 
posé,  concevons  que  l'on  présente  les  deux  substitutions  P,  Q  sous  les  formes 

en  prenantpour  A  un  arranfjement  quelconque,  et  en  nommant  G  celui  que 
l'on  obtient,  lorsque  dans  l'arran^jement  A  on  remplace  chaque  variablepar  la 
variable  correspondante  ,  prise  dans  la  substitution  Q.  Il  est  clair  que  les 
deux  substitutions 

quand  elles  seront  semblables  l'une  à  l'autre,  déplaceront,  de  la  même  manière  , 
les  variables  qui  occupaientlesmêmes  places  dansles  arrangements  A  et  G.  Donc 
alors  ,  si  Ton  écrit  l'un  au-dessus  de  l'autre,  d'une  part,  les  arrangements  A 
et  G,  d'autre  part,  les  arrangements  B  et  D,  les  variables  qui  se  correspondront 
dans  les  arrangements  A  et  G,  se  correspondront  encore  dans  les  arrange- 
ments B  et  D,  produits,  le  premier,  par  l'application  de  la  substitution  P  à 
l'arrangement  A  ;  le  second ,  par  l'application  de  la  substitution  Q  à  l'arran- 
gement G.  Donc  on  aura,  dans  l'hypothèse  admise, 

^'■^)  (b)  =  Or 

lléciproquement,  si  la  condition  (5)  est  remplie,  les  deux  substitutions 

appliquées  la  première  à  1  arrangement  A,  la  seconde  à  l'arrangement  G, 
déplaceront  certainement,  de  la  même  manière,  les  variables  qui,  dans 
ces  deux  arrangements,  occupaient  les  mêmes  places.  Donc,  par  suite,  ces 
deux  substitutions  devront  offrir  le  même  nombre  de  facteurs  circulaires, 
et  le  même  nombre  de  lettres  dans  les  facteurs  circulaires  correspondants, 
c'est-à-dire  qu  elles  seront  semblables  l'une  à  l'autre. 

Il  est  bon  d'observer  que  les  arrangements  ci-dessus  désignés  par  les  lettres 
A,  B,  G,  D  sont  censés  comprendre  généralement  toutes  les  variables  que 
l'on   considère.  Donc,   pour  trouver  les  variables    qui  doivent   se  corres- 
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pondre  dans  les  arrangements  A  et  C,  il  est  nécessaire  de  mettre  en  évidence 
toutes  les  variables,  et  non  pas  seulement  celles  qui  se  trouveraient  renfer- 
mées dans  les  valeurs  des  substitutions  P,  Q  ,  réduites  à  leurs  plus  simples  ex- 
pressions. Ainsi,  par  exemple,  si  les  substitutions  P,  Q,  formées  cbacune 
avec  cinq  des  six  variables 

se  réduisent  aux  suivantes 

P  =  {jc,  j,  z)  (w,  i'),    Q  ==  (  jr,  2,  II)  ii>,  w„ 

elles  seront  semblables  Tune  à  Tautre.  Mais,  si  l'on  veut  les  présenter  sous 
la  forme 

"  =  0^    Q  =  (c)' 

A,  B,  G,  D  étant  des  arrangements  qui  vérifient  la  condition  (f)),  ou  devra 
commencer  par  mettre  en  évidence  les  six  variables 

dans  chacune  des  substitutions  P,  Q ,  en  introduisant  dans  la  substitution 
P  le  facteur  de  premier  ordre  (w),  et,  dans  la  substitution  Q  ,  le  facteur  f\r). 
Alors,  en  écrivant  Q  au-dessus  de  P,  de  manière  à  faire  correspondre  les  uns 
aux  autres  les  facteurs  circulaires  de  même  ordre,  on  trouvera 

P  =  {œ,j,  z){u,    i^){w), 
et,  par  suite  ,  on  pourra  prendre 

A    =:  JCJZUVW,       G    =   JZIWWÛC. 

Si  l'on  adopte  effectivement  ces  valeurs  de  A  et  de  C,  on  trouvera  encore 

B  =  PA  =  j-zûci^uw ,     D  =  QB  —  zujwi'x, 
et,  par  suite  ,  on  aura  non-seulement 

/C\        ( yzm>wx  \         . 

mais  aussi 

(D\  f  zufwi>x\         .  /(]\ 

Donc,  les  arrangements  A,  B,  G,  D  seront,  comme  on  devait  s\- attendre, 
du  nombre  de  ceux  qui  vérifient  la  formule  (5). 
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Concevons  maintenant  que,  les  deux  substitutions 

^=a)'  Q=(c) 

étant  semblables  Tune  à  l'autre,  et  représentées  à  l'aide  de  quatre  arran/^e- 
nients  A,  B,   G,  D  ,  qui  vérifient  la  condition  (5),  on  pose 

Alors  on  tirera  de  la  formule  (5),  non-seulement 

(B)=a)  =  «' 


mais  aussi 

il)  =  (c 


n'ailleurs  on  aura  identiquement 
Donc ,  eu  égard  aux  formules 


(;:)=«.  a)=".  (c)=«-' 

on  aura  encore 

^6)  Q  =  RPR-. 

Si  1  on  posait 

la  formule  (6  )  deviendrait 

(7)  Q  =  S-^QS. 

Nous  pouvons  donc  conclure,  de  ce  qui  précède,  que  P  éfant  une  sub>ti 
lution  quelconque,  toute  substitution  semblable  à  P  sera  de  la  forme 

RPR-S 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  de  la  forme 

S-*  PS. 
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En  d'autres  termes,  toute  substitution  semblable  à  P  sera  le  produit  de 
trois  facteurs  dont  les  deux  extrêmes  seront  inverses  Vun  de  Vautre,  le 
facteur  mojen  étant  précisément  la  substitution  donnée  P,  Réciproquement , 
tout  produit  de  trois  facteurs  dont  les  deux  extrêmes  seront  deux  substi- 
tutions inverses  l'une  de  l'autre,  le  facteur  moyen  étant  la  substitution  P, 
sera  une  substitution  semblable  à  P. 

On  peut  remarquer  encore  que  de  la  formule  (6)  on  tire 

QR  =  RP. 

En  conséquence,  deux  substitutions  P,  Q  sont  semblables   l'une  à  l'autre  , 
lorsqu'elles  vérifient  une  équation  de  la  forme 

(8)  QR  =::  RP. 

Concevons  maintenant  que  P,  Q  soient  deux  substitutions  quelconques 
semblables  ou  dissemblables.  Les  produits 

PQ,    QP 

seront  certainement  des  substitutions  semblables  entre  elles.  En  effet,  si  Ton 
pose 

(9)  R  =  PQ,     S  =  QP, 
on  en  conclura,  d'une  part , 

P  =  Q-'S, 
et.  par  suite, 

R=:0-^SQ; 
d'autre  part, 

Q  =  P-'R, 
et,  par  suite, 

S  rrr  P"'  RP. 

On  arriverait  encore   à  la  même  conclusion ,  en  observant  que  des  for- 
mules (9)  on  déduit  immédiatement  l'équation 

(10)  RP=r::PS, 

analogue  à  la  formule  (8).  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  Les  deux  produits  que  l'on  peut  former  avec  deux  substitu- 
tions données,  en  prenant  l'une  ou  Tautre  pour  multiplicande,  sont  deux 
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nouvelles  substitutions,  non-seulement  de  même  ordre,  mais  encore  sembla- 
bles entre  elles. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  multiplie,  1°  (^,^)  par(j^,  z);  i°(j-,z)  par 
(x,j'),  on  obtiendra,  dans  le  second  cas  comme  dans  le  premier,  une  sub- 
stitution du  second  ordre ,  et  l'on  trouvera 

(j,  z)  (x,  j)  =  {Jc,  z-,  j),     (jc,  j){j\  z)  =  {x,  j,  z). 


§  III.  —  Sur  les  diverses  formes  que  peut  revêtir  une  même  substitution ,  et  sur  le  nombre  des 
substitutions  semblables  à  une  substitution  donnée. 

Soit  P  l'une  des  substitutions  que  l'on  peut  former  avec  n  variables  x  ^ 

j-,  Zy. . ..,  et  posons 

JV=  i.a.3...«. 

vSi  l'on  présente  cette  substitution  sous  la  forme  d'un  rapport  qui  ait  pour 
termes  denx  des  arrangements  composés  avec  les  variables  x,  j-,  2,..., 
alors,  comme  nous  l'avons  remarqué  dans  le  §  P"",  on  pourra  prendre  pour 
dénominateur  de  ce  rapport  un  quelconque  de  ces  arrangements,  et  par 
suite ,  en  laissant  toutes  les  variables  en  évidence ,  on  pourra  présenter  la 
substitution  P  sous  iV  formes  diverses.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  prend 
72  =  3,  on  aura  N=  6,  et  la  substitution  du  second  ordre  par  laquelle  on 
échangera  entre  elles  les  deux  variables  x ,  jr,  pourra  être  présentée  sous 
l'une  quelconque  des  six  formes 

[xjzj^       \j:zf)^      \fzx)^       \yxz)^       \zxj )  ^       \zfx)' 

Le  nombre  des  formes  que  peut  revêtir  une  même  substitution  P  se 
trouve  notablement  diminué  lorsqu'on  l'exprime  à  Faide  des  facteurs  cir- 
culaires dont  elle  est  le  produit,  et  que,  pour  représenter  chaque  facteur 
circulaire,  on  écrit  entre  deux  parenthèses  les  variables  qu'il  renferme,  en 
les  séparant  par  des  virgules,  et  plaçant  à  la  suite  Tune  de  l'autre  deux  varia- 
bles dont  la  seconde  doit  être  substituée  à  la  première.  Alors  le  nombre  des 
variables  comprises  dans  chaque  facteur  circulaire  indique  précisément  l'ordre 
de  ce  facteur,  et  le  plus  petit  nombre  qui  soit  simultanément  divisible  par 
les  ordres  des  divers  facteurs  représente  l'ordre  i  de  la  substitution  P.  Alors 
aussi  toute  variable  qui  reste  immobile  quand  on  effectue  la  substitution  P, 
doit  être  censée  comprise  dans  un  facteur  circulaire  du  premier  ordre ,  qui 
renferme  cette  seule  variable,  et,  par  suite,  un  tel  facteur,  représenté  par 
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l'une  des  notations 

est  équivalent  à  l'unité.  Les  facteurs  circulaires  du  premier  ordre  disparaî- 
tront toujours,  si  la  substitution  donnée  P  est  réduite  à  son  expression  la  plus 
simple.  Mais  ils  reparaîtront  nécessairement  si  Ton  veut  mettre  en  évidence 
toutes  les  variables.  Il  importe  de  connaître  le  nombre  des  formes  différentes 
que  peut  revêtir,  dans  cette  hypothèse,  la  substitution  P.  On  y  parvient  aisé- 
ment de  la  manière  suivante  : 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  substitution  P,  étant  de  Tordre  /, 
renferme 

J  facteurs  circulaires  de  l'ordre  a  ; 
g  facteurs  circulaires  de  l'ordre  b', 
etc.,  et  enfin 

r  facteurs  circulaires  du  premier  ordre,  en  sorte  que  /exprime  le  nombre 
des  variables  qui  restent  immobiles  quand  on  effectue  la  substitution  P. 

On  aura  nécessairement 

(i)  af+  bg  -h  ...  +  r=n. 

Supposons  encore  qu'après  avoir  exprimé  la  substitution  P  à  l'aide  de  ses  di- 
vers facteurs  circulaires,  représentés  chacun  par  une  série  de  lettres  com- 
prises entre  deux  parenthèses,  et  séparées  par  des  vir^jules,  ou  veuille  dé- 
terminer le  nombre  m  des  formes  semblables  que  l'on  peut  donner  à  ia 
substitution  sans  déplacer  les  parenthèses,  et,  par  conséquent,  sans  altérer  les 
nombres  de  lettres  comprises  dans  les  facteurs  circulaires  qui  occupent  des 
rangs  déterminés.  Tout  ce  que  l'on  pourra  faire ,  pour  modifier  la  forme  de 
la  substitution  P,  ce  sera  ou  de  faire  passer  successivement  à  la  première 
place,  dans  chaque  facteur  circulaire,  une  quelconque  des  lettres  comprises 
dans  ce  facteur,  ou  d'échanger  entre  eux  les  facteurs  circulaires  de  même 
ordre.  Par  suite,  pour  obtenir  le  nombre  w  des  formes,  semblables  entre 
elles,  que  peut  revêtir  la  substitution  P,  il  suffira  de  multiplier  le  produit 

afb^\  .  . 

des  ordres  de  tous  les  facteurs  circulaires  par  le  nombre 

(i.2.../)(i.2...^)...(i.2...r) 

des  arrangements  divers  que  1  on  peut  former  avec  ces  facteurs,  lorsque,  sans 
déplacer  les  parenthèses  qui  les  renferment,  on  se  borne  à  échanger  entre  eux 
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de  toutes  les  manières  possibles  les  facteurs  circulaires  de  même  ordre.  On 
aura  donc 

(2)  wz=  (1.2..  ./)(i.2.  .,g)..,{i,i...r)afbs 

Ainsi,  par  exemple,   si  l'on  prend   7^— 5,  «=:  3,^=1,   r=i^  la  for- 
mule (2)  donnera 

&j  =  (i  .2)  3  ;=  6. 

Effectivement,  si  Ton  met  en  évidence  les  cinq  variables  x^  j,z^u^  v^  dans 
la  substitution 

composée  avec  trois  de  ces  variables,  on  pourra  la  présenter  sous  la  forme 

et ,  sans  déplacer  les  parenthèses ,  on  pourra  donner  à  cette  même  substitu- 
tion six  formes  semblables ,  savoir  : 

(x,  j,  z)  (i')  {il),     (  j-,  2,  x)  [v)  (m),     (z,  j:,  j)  m  («). 

Il  sera  maintenant  facile  de  calculer  le  nombre  des  substitutions  semblables 
entre  elles,  et  à  une  substitution  donnée  P,  qui  peuvent  être  composées  avec 
îi  variables 


En  effet,  nommons 


P,  F,  P", 


ces  substitutions  semblables  à  P.  Supposons  d'ailleurs  que  l'on  représente 
chacune  d'elles  par  le  produit  de  ses  divers  facteurs  circulaires,  en  mettant 
toutes  les  variables  en  évidence,  et  en  assignant  aux  parenthèses  des  places 
déterminées.  Enfin ,  concevons  que  l'on  donne  à  chacune  des  substitutions 
P,  P',  P", ....  toutes  les  formes  qu'elle  peut  revêtir  dans  cette  hypothèse. 
Si  l'on  nomme  rs  le  nombre  total  des  substitutions  P,  P',  P", .  .  . ,  et  w  le 
nombre  des  formes  sous  lesquelles  se  présentera  chacune  d'elles,  le  produit 
wzs-  exprimera  non-seulement  le  nombre  total  des  formes  que  revêtiront 
la  substitution  Pet  les  substitutions  semblables  à  P,mais  encore  le  nombre  iV 
des  arrangements  divers  que  l'on  peut  former  avec  n  variables.  Car  on  devra 
évidemment  retrouver  tous  ces  arrangements,  en  supprimant  les  virgules  et 
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les  pareutbèses  dans  les  diverses  formes  obtenues.  On  aura  donc 

(3)  «©  =  N, 
la  valeur  de  N  étant 

N  =    I  .2.  .  .71) 

et ,  par  suite ,  on  aura  encore 

(4)  ^  =  - 

Si  la  substitution  P  renferme  f  facteurs  circulaires  de  l'ordre  «,  g  fac- 
teurs circulaires  de  Tordre  è,...,  enfin  r  facteurs  circulaires  du  premier 
ordre,  on  aura ,  en  vertu  de  la  formule  (a) , 

«=  (i.2.../)(i.a...g)  ...  (i.2...r)a-^K..., 
et  par  conséquent  la  formule  (3)  donnera 

^r.  _ ^ 

^  ''  '^-  {!.:,. ..f){i.-^... g}... {1.2... r)...afbi.. / 

Si  maintenant  on  désigne  par 

la  somme  des  valeurs  de  sr  correspondantes  aux  divers  systèmes  de  nom- 
bres qui  peuvent  représenter  des  valeurs  dert,  Z>,  c.  .  .,  propres  à  vérifier 
réquation(i),ou,en  d'autres  termes,  si  l'on  désigne  par  2^  la  somme  des  va- 
leurs de  w  correspondantes  aux  diverses  manières  de  partager  le  nombre  n 
en  parties  égales  ou  inégales  ;  alors  Izs  devra  être  précisément  le  nombre 
total  des  substitutions  que  Ton  peut  former  avec  n  lettres.  On  aura  donc 

(6)  2zs  =  N, 

et,  par  suite,  eu  égard  à  la  formule  (5), 

^^'  ^  {i  .2. .  .g){i  .2.  .  .h){i  .2. .  .k).  .  .asb'^é.  .\  ~  ^  ' 

Cette  dernière  équation  paraît  digne  de  remarque.  Si ,  pour  fixer  les  idées , 
on  pose  71  =  5 ,  on  trouvera 

«  =  5  =  4+ 1=34-2  =  3+ 1  +  1=2  +  2+  I=2+I  +  I  +  I  =  I+I  +  I-i-I+[, 


et,  par  suite,  l'équation  (7)  donnera 


5      4      ^3       1,23       1.22=       1,2.32       1.2. 3. 4-5 
ce  qui  est  exact. 
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§  IV.  —  Résolution  de  l'équation  linéaire  et  symbolique  par  laquelle  se  trouvent  liées  l'une  à 
l'autre  deux  substitutions  semblables  entre  elles. 

Soient   P,  Q   deux  substitutions  semblables  entre  elles ,   formées   avec 
n  variables 

ou  du  moins  avec  plusieurs  de  ces  variables  ;  et  supposons 

(i)  P=  (a,  g,  y,.,  y,)(X,  ^,  v,..,  p)...(9)  (x)  W--, 

(2)  Qz-  (a',  g',  y,.,  y3')(X',  fx',  V',..,  f>')-(<P')(x')(^').- , 

a',  ê',  /,.••■»  ^':  ^'î  P"'»  v'v7  p';...;  9',  /',  ij;',.--  désignant  les  variables  qui, 
dans  la  substitution  Q,  ont  pris  les  places  qu'occupaient  les  variables  a,  ê, 
y,...,  ïî;  X,  /x,  V,...,  jo;...;  ç»,  ;(,  t},...  dans  la  substitution  P.  Représentons  par 

A  et  C 

les  arrangemeats  auxquels  se  réduisent  les  seconds  membres  des  formules  (i) 
et  (2),  quand  on  y  supprime  les  parenthèses  et  les  virgules  placées  entre  les 
variables,  en  sorte  qu'on  ait 

(4)  C  ==  a'ê'7'...y3'A>y.../5'...  <p'xY.... 
Enfin ,  soient 

(5)  B  =  PA     et     D  =  QC 

les  nouveaux  arrangements  qu'on  obtiendra  en  appliquant  à  l'arrangement  A 
la  substitution  P,  et  à  l'arrangement  G  la  substitution  Q.  On  trouvera 

(6)  B  =  g  7  . . .  yj  a  p.  V  . .  .  |5  X  . . .  9  ;(  6  .  . .  , 

(7)  D  =  ê'7'.  . . ïî'a'pi'v' . .  ./s'X'. .  •<p'x'4'''  •  *  • 

Par  conséquent,  les  variables  qui,  prises  deux  à  deux,  se  correspondaient 
mutuellement  dans  les  arrangements  A,  G,  se  correspondront  encore  dans 
les  arrangements  B,  D  ;  et  cela  devait  être  ainsi,  puisque  les  substitutions 
semblables  P,  Q,  présentées  sous  les  formes  semblables  (i)  et  (2),  ont  eu  pré- 
cisément pour  effet  de  déplacer  de  la  même  manière  les  variables  semblable- 
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ment  placées  dans  les  arrangements  A  et  C.  On  aura  donc 

(«)  0  =  (a)- 

Gela  posé,  faisons,  pour  abréger, 

(b)=Ç)  =  «- 

On  aura ,  par  suite , 

(g)  D  =  RB,     G=:RA; 

et  des  équations  (9),  jointes  aux  formules  (5),  on  tirera 

D==RPA,     G=QRA, 
par  conséquent 

(10)  QRA=::RPA, 

et 

(11)  QR-RP. 

Réciproquement,  si  les  substitutions  P,  Q  sont  liées  entre  elles  par  une  équa- 
tion semblable  à  la  formule  (11),  alors,  en  appliquant  à  un  arrangement 
quelconque  A  la  substitution 

QR  =  RP, 

on  retrouvera  l'équation  (10),  et,  en  posant,  pour  abréger, 

^={i)'  «=a)'  Q=(c)' 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

B  =  PA,       G=:RA,       Dz^QG, 
on  tirera  de  lequation  (10) 

D  =  RB,     R  =  (^). 
On  aura  donc  alors 

et,  par  suite,  les  substitutions 

p=(!)'   Q=(c) 
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seront  semblables  l'une  à  l'autre,  puisque,  en  vertu  de  la  formule  (ra),  elles 
devront  déplacer  de  la  même  manière  les  variables  qui  se  correspondent 
dans  les  deux  termes  de  la  substitution 


Il  importe  d'observer  que  les  deux  membres  de  la  formule  (ii)  sont  les 
produits  qu'on  obtient  en  multipliant  les  deux  substitutions  semblables  P 
et  Q  par  une  nouvelle  substitution  R  dont  la  première  puissance  entre,  dans 
l'un  des  produits,  comme  multiplicande,  et  dans  l'autre  produit,  comme 
multiplicateur.  Pour  obtenir  cette  nouvelle  substitution  R,  il  suffit  d'expri- 
mer la  substitution  P  à  laide  de  ses  facteurs  circulaires,  en  mettant  toutes  les 
variables  en  évidence,  et  d'écrire  au-dessus  de  P  la  substitution  Q,  présentée 
sous  une  forme  semblable  à  celle  de  P,  puis  de  transformer  les  deux  substi- 
tutions Q,  P  en  deux  arrangements  G,  A  par  la  suppression  des  parenthèses 
et  des  virgules  placées  entre  les  variables.  Ces  deux  arrangements  G,  A  seront 
les  deux  termes  d'une  substitution  R  qui  vérifiera  la  formule  (ii).  Il  y  a 
plus  :  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  toute  valeur  de  R  propre  à  vérifier 
cette  formule  sera  évidemment  fournie  par  la  comparaison  des  deux  substi- 
tutions semblables  P,  Q,  superposées  l'une  à  l'autre,  ainsi  qu'on  vient  de  l'ex- 
pliquer. D'ailleurs,  en  laissant  P  sous  la  même  forme,  on  pourra  donner 
successivement  à  Q  diverses  formes  semblables  à  celle  de  P,  et  semblables 
entre  elles,  dont  le  nombre  w  sera  déterminé  par  l'équation  (2)  du  para- 
graphe précédent;  et,  par  suite,  il  est  clair  que  la  substitution  R  admettra 
un  nombre  w  de  valeurs  distinctes.  Donc,  si  Fou  résout  par  rapport  à  R 
la  formule  (11),  c'est-à-dire  V équation  sjmbolique  et  linéaire  à  laquelle 
doit  satisfaire  la  substitution  R,  on  obtiendra  un  nombre  w  de  solutions 
diverses  correspondantes  aux  diverses  formes  de  la  substitution  Q. 

Si,  en  supposant  connues,  non  plus  les  substitutions  semblables  P,  Q, 
mais  l'une  d'elles,  P  par  exemple,  et  la  substitution  R,  on  demandait  la  va- 
leur de  Q  déterminée  par  la  formule  (11),  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  par 
la  suivante 

(i3)  QrrrRPR-S 

on  remarquerait  que,  pour  passer  de  la  valeur  de  P,  donnée  par  la  for- 
mule (i),  à  la  valeur  de  Q,  donnée  par  la  formule  (2),  il  suffit  de  faire  subir 
aux  variables  x^  j^  z^,  .  ,  \es  déplacements  par  lesquels  on  passe  de  la  va- 
leur de  A,  donnée  par  la  formule  (3),  à  la  valeur  de  G,  donnée  par  la  for- 
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mule  (4) ,  c  est-à-dire  les  déplacements  qui  sont  indiqués  par  la  substitution  Pi. 
En' opérant  ainsi,  on  obtiendrait  la  seule  valeur  de  Q  qui   vérifie  la  for- 
mule (i3). 

Nous  savons  donc  maintenant  résoudre  les  deux  problèmes  suivants  : 
x^""  Problème.  Étant  données  n  variables  x,  j,  z,.  .  .,  et  deux   substitu- 
tions semblables  P,  Q,  formées  avec  ces  variables,   trouver  une  troisième 
substitution  R  qui  soit  propre  à  résoudre  l'équation  iinéaiie 

RP=:QR. 

Solution.  Exprimez  la  substitution  P  à  l'aide  de  ses  facteurs  circulaires, 
en  mettant  toutes  les  variables  en  évidence,  puis  écrivez  au-dessus  de  la 
substitution  P  la  substitution  Q,  présentée  sous  une  forme  semblable  à  celle 
de  P.  Supprimez  ensuite  les  parenthèses  et  les  virgules  placées  entre  les  va- 
riables. Les  deux  substitutions  Q  ,  P  seront  ainsi  transformées  en  deux  arran  - 
gements  qui  seront  propres  à  représenter  les  deux  termes  de  la  substitu- 
tion R. 

Corollaire.  Les  substitutions  P,  Q  peuvent  ne  renfermer  quuiK^  partif) 
des  variables  .x,^,  z,, .  .;  mais,  pour  obtenir  toutes  les  solutions  de  Téqua- 
tion 

RP  =  QR, 
on  devra ,  comme  nous  l'avons  dit ,  mettre  toutes  les  variables  en  évidence , 
même  celles  qui  ne  seraient  renfermées  dans  aucune  des  deux  substitu- 
tions P,  Q,  si  ces  substitutions  étaient  réduites  à  leur  plus  simple  expression. 
Il  en  résulte  que,  les  substitutions  P,  Q  restant  les  mêmes,  le  nombre  des  so- 
lutions de  l'équation  symbolique  linéaire 

RP=QR 

croîtra  en  même  temps  que  le  nombre  des  variables  x ,  j\  £,.... 

Pour  éclaircir  ce  qu'on  vient  de  dire,  supposons  que  les  substitution'^ 
P,  Q,  réduites  à  leur  plus  simple  expression,  soient  deux  substitutions  cir- 
culaires du  second  ordre ,  et  que  Ton  ait 

3i  les  variables  a:,j-,  z,...  se  réduisent  à  trois,  alors,  P  étant  présenté  sous 
la  forme 

Q  pourra  être  présenté  sous  l'une  des  formes  semblables 

Ex.  d'An,  et  de  Ph.  imlh.,  T.  III.   (50"  livr.)  ^3 
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et,  par  suite,  la  valeur  de  R  devra  se  réduire  à  l'une  des  substitutions 

\xyz/  '  \xyz) ' 

OU  ,  ce  qui  revient  au  même  ,  à  lune  des  substitutions 

ij,  z),     {œ,  z,j). 

Si,  au  contraire,  l'on  considère  quatre  variables  jc,  j,  z,  u,  alors,  P  étant 
présenté  sous  la  forme 

{JC,  j)  (z)  (u), 

Q  pourra  être  présenté  sous  lune  quelconque  des  formes  semblables 

(a:,  z)  (j)  (u),     {z,  X)  (jr)  {u),     {œ,  z)  (u)  (  j),     {z,  œ)  {u)  (  j), 
et ,  par  suite,  R  pourra  être  l'une  quelconque  des  quatre  substitutions 

fxzy  u\  ^  /zxy  u\  fxz  uj \  /zx  uj\ 

\xyzuj''  \xjzu)'  \xfzu)^  \xjzu)'' 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'une  quelconque  des  quatre  substitutions 

{j,    z),         (X,    2,    j),       [j,    Z,    m),       (x,    z,    U,j). 

■2^  Problème.  Etant  données  n  variables  œ,  y,  z,...,  et  deux  substitu- 
tions semblables  P,  Q,  formées  avec  ces  variables,  trouver  la  substitution  Q 
semblable  à  P,  et  déterminée  par  la  formule 

Q=  RPR-^. 

Solution.  Exprimez  la  substitution  P  à  l'aide  de  ses  facteurs  circulaires, 
puis  effectuez  dans  P  les  déplacements  de  variables  indiqués  par  la  substi- 
tution R,  en  opérant  comme  si  P  représentait  un  simple  arrangement. 

Corollaire.  Pour  résoudre  ce  second  problème,  il  n'est  pas  nécessaire 
de  mettre  toutes  les  variables  en  évidence,  comme  on  doit  le  faire  générale- 
ment quand  il  s'agit  d'obtenir  toutes  les  solutions  du  premier;  et  l'on  peut 
se  servir  de  substitutions  réduites  à  leurs  plus  simples  expressions.  Si,  pour 
fixer  les  idées  ,  on  prend 

P=  [ce,  j),     R  =  ioc.z.j), 

alors,  en  appliquant  la  règle  ci-dessus  établie,  on  trouvera,  quel  que  soit 
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d'ailleurs  le  nombre  des  variables  données, 

RPR-'  =  (z,  x),      PRP-'  =  (  j,  z,  x). 

Si  l'on  supposait,  au  contraire, 

p  =  (jc ,  jr),    R  =  («3^5  2)  (  j-,  u), 

on  trouverait 

RPR-*  =  (z,  ii),     PRP-'  =  (jr,  z)  {x,  u). 

§  \.    —  Sur  les  yacteurs  primiti/s  d'une  substitution  donnée. 

Nommons  P  Tune  des  substitutions  que  1  on  peut  former  avec  n  variables 

x,jr,z,..., 

et  concevons  que  Tordre  /de  cette  substitution  ait  été  décomposé  en  facteurs 

rt,  ^,  c,. , . 

premiers  entre  eux;  enfin,  soit  /  un  nombre  entier  quelconque.  En  vertu  d'uu 
tbéorème  précédemment  établi  (page  i45),  on  pourra  toujours  satisfaire  à 
l'équivalence 

(i)  /  (^ -h  1+^ +  ...)=/,    (mod. /), 

par  des  valeurs  entières  de  a,  ê,  7....  D'ailleurs,  /  étant  l'ordre  de  la  substitu- 
tion P,    une  équivalence  de  la  forme 

/^Z'+ /"-H.  .  .,   (mod. /), 

entraînera  toujours  l'équation 

p/  _.  -pi'+i"+...  __  -pi'pr 

Donc  la  formule  (i)  entraînera  la  suivante 

p;^p«"pi^pc^        . 
et  comme,  en  posant,  pour  abréger, 

(2)  P^  =  U,       P^  =  V,        P^:=:W,..., 

■2-5. 
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on  aura  encoio 

on  tirera  définitivement  de  la  formule (i),  jointe  aux  équations  (a), 

(3)  FrrrirV^^W^... 

Dans  le  es  particulier  où  /  se  réduit  à  l'unité",  les  exposants  a,  ê,  y,...   sont 
uniquement  assujettis  à  vérifier  l'équivalence 

(4)  M^  +  ^4-~  +  .  .  .)=i,    (mod.  0, 
et  la  formule  (3)  donne 

(5)  P  =  lj'V^^W\... 

Il  est  bon  d'observer  que,  l'ordre  /  de  la  substitution  P  étant  la  plus  ])etite 
valeur  entière  et  positive  de  /  propre  à  vérifier  l'équation 

P'=  I, 

l'ordre  de  la  substitution 

u  =  p^ 

ou  la  [)lus  petite  valeur  entière  et  positive  de  k  propre  à  vérifier  la  foj mule 


sera  necessauement 

k=a. 

Pareillement ,  les  ordres  des  substitutions 


\=:P\        W  =  P%... 

se  trouveront  représentés  par  les  facteurs  b,  6%..,  du  nombre  é. 

Concevons  cà  présent  que,  p,  q^  r,...  étant  les  facteurs  premiers  de  /,  on  ait 

(6)  i  =  pfqSr\... 
On  pourra  prendre 

(7)  a=^p^,      h  =  qs,     c=r\..., 
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et,  par  suite,  les  nombres 

//,    r''    ''^••• 

exprimeront  les  ordres  respectifs  des  substitutions 

U,  V,  w,.... 

D'ailleurs,  d'après  ce  qui  a  été  dit  à  la  page  i6i,  l'ordre  d'une  substitution 
quelconque  P  est  divisible  par  Tordre  de  chacun  des  facteurs  circulaires 
de  P.  Donc  Tordre  p^  de  la  substitution  11  devra  être  divisible  par  Tordre  de 
chacun  des  facteurs  circulaires  de  U.  Donc,  puisque  les  diviseurs  de /?^ ne 
pourront  être  que  des  puissances  du  nombre  premier  p,  la  substitution  T 
jouira  de  cette  propriété  remarquable ,  que  les  ordres  de  ses  divers  facteurs 
circulaires  seront  tous  des  puissances  d'un  même  nombre  premier/?.  Pareille- 
ment, les  ordres  des  divers  facteurs  de  la  substitution  V,  ou  W,  etc.,  seront 
tous  des  puissances  du  nombre  premier  ^,  ou  /■,  — 

D'autre  part,  puisque  U^"  représente  le  produit  de  a  facteurs  égaux  à  U, 
que  V°  représente  le  produit  de  g  facteurs  égaux  à  V,...,  il  résulte  de  la  for- 
mule (5)  que  la  substitution  P  peut  être  décomposée  en  facteurs  dont  chacun 
se  confonde  avec  Tune  des  puissances  de  P  désignées  par  les  lettres  U,  V,  W,.... 
Gela  posé,  les  substitutions 

U,  y,  w,... 

joueront,  par  rapport  à  la  substitution  P  de  Tordre  /,  un  rôle  analogue  a 
celui  que  les  facteurs 

dont  chacun  est  une  puissance  d'un  nombre  premier,  jouent  eux-mêmes  par 
rapport  au  nombre  entier  i.  On  peut  remarquer  aussi  que  les  substitutions 
U,  V,  W,...  représentent  des  puissances  deP  desquelles  on  peut  déduire  toutes 
les  autres  à  Taide  des  formules  (3)  et  (5).  Elles  offrent  donc  encore,  pour  cette 
raison,  une  certaine  analogie  avec  certaines  racines  des  équations  binômes, 
savoir,  avec  celles  qui  sont  désignées  sous  le  nom  de  primitives,  et  qui,  éle- 
vées à  des  puissances  diverses,  reproduisent  toutes  les  autres  racines.  Pour  con- 
server le  souvenir  de  ces  diverses  analogies,  nous  dirons  que  les  substitutions 

U,  V,  W,..., 

déterminées  par  les  formules  (a),  sont  les  Jacteurs  primitifs  de  la  substitu- 
tion P. 
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De  plus ,  nous  appellerons  substitution  primitive  celle  qui  n  aura  d'autres 
facteurs  primitifs  qu'elle-même,  ou,  en  d'autres  termes,  celle  dont  l'ordre 
sera  une  puissance  d'un  nombre  premier. 

Cela  posé,  la  substitution 

ix,  J,   z,    u)  (f ,   ÎV), 

formée  avec  six  variables  ,  sera  une  substitution  primitive  du  quatrième 
ordre,  représentée  par  le  produit  de  deux  facteurs  circulaires  dont  les  or- 
dres 2  e\.  4  se  réduiront  à  la  première  et  à  la  seconde  puissance  du  nombre 
premier  i. 

Au  contraire ,   la  substitution  circulaire 

P=:(:r,  y,  z,  w,  V,  w), 
dont  l'ordre  est  exprimé  par  le  nombre 

6    =    2.3, 

sera  décomposable  en  facteurs  primitifs,  représentés  chacun  par  l'une  des 
substitutions  régulières 

U  =r  P2  ==  (jc,  z,  v)  (j,  «,  w),        ¥  =  ?=*==  (x,  U)  (jr,  P)  (Z,  iV). 

Effectivement,  en  adoptant  les  valeurs  précédentes  de  U  et  V,  on  trouvera 

IPV    =    P'     r=    P; 

et,  par  conséquent, 

P  =  U^V. 

Enfin,   si  l'on   pose 

P   =   {x,  j,   z)  («,  p), 

P  sera  une  substitution  du  sixième  ordre,  que  Ton  pourra  décomposer 
en  facteurs  primitifs  représentés  chacun  par  l'une  des  deux  substitution> 
circulaires 

U    =     P^   r=    [X,    Z,  J),  V     =     P3    =     (m,     v), 

et  que  Ion  déduira  encore  de  ces  facteurs  à  l'aide  de  la  formule 
P  r=   U^V, 


i83  ) 


§  VI.  —  Sur  les  dérivées  d'une  ou  de  plusieurs  substitutions,  et  sur  les  systèmes  de  substitutions 
conjuguées. 

Étant  données  une  ou  plusieurs  substitutions  qui  renferment  les  n  lettres 
x,j^,  z,...,  ou  du  moins  plusieurs  d'entre  elles,  je  nommerai  substitutions 
dérivées  toutes  celles  que  l'on  pourra  déduire  des  substitutions  données,  mul- 
tipliées une  ou  plusieurs  fois  les  unes  par  les  autres,  ou  par  elles-mêmes, 
dans  un  ordre  quelconque;  et  les  substitutions  données,  jointes  aux  substitu- 
tions dérivées,  formeront  ce  que  j'appellerai  un  système  de  substitutions 
conjuguées.  L'ordre  de  ce  système  sera  le  nombre  total  des  substitutions 
qu'il  présente,  y  compris  la  substitution  qui  offre  deux  termes  é(jaux  et  s«- 
réduit  à  l'unité. 

Lorsque  les  substitutions  données  se  réduisent  à  une  seule  P,  les  substitu- 
tions dérivées  se  confondent  avec  les  puissances  de  P  et  forment  un  système 
de  substitutions  conjuguées  qui  est  d'un  ordre  représenté  par  Tordre  de  lu 
substitution  P. 

Le  système  de  toutes  les  substitutions  que  l'on  peut  former  avec  n  lettres 
.r,  j",  z,...  est  évidemment  un  système  de  substitutions  conjuguées.  Si  Ion 
nomme 

A,  B,  C,... 

les  divers  arrangements  qui  peuvent  être  formés  avec  les  n  variables  oc.j.  i,..., 
les  substitutions  comprises  dans  le  système  dont  il  s'agit  seront 


^'■)  O- 


;:)•  Q 


et  le  nombre  iV  de  ces  substitutions,  ou  Tordre  du  système,  seia  déteriiiinc 
par  la  formule 

iV^=  1.2.3. ..«. 
Soit  maintenant 

(2)  r,  P,  Q,   R,... 

un  système  quelconque  de  substitutions  conjuguées.  JJ*après  la  debnition 
même  d'untel  système,  on  devra  toujours  reproduire  les  mêmes  substitutions, 
rangées  seulement  d'une  autre  manière,  si  on  les  multiplie  séparément  par 
Tune  quelconque  d'entre  elles,  ou  bien  encore  si  Tune  quelconque  d  eniie 
elles  est  séparément  multipliée  par  elle-même  et  par  toutes  les  autres.  Donc, 
si  Ton  nomme  S  Tune  quelconque  des  substitutions  (2),  les  divers  termes  de 
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la  série 

W  S,  SP,  SQ,  SR,..., 

ou  bien  encore  de  la  série 

(4)  s,  PS,  QS,  RS,..., 

se  confondront  avec  les  termes  de  la  série  (2)  rangés  dans  an  nouvel  ordre. 
Ajoutons  qu'il  est  facile  d'établir  les  propositions  suivantes: 
I*'''  Théorème,  L'ordre  d'un  système  de  substitutions  conjuguées  relatives 
à  n  variables  est  toujours  un  diviseur  du  nombre  N  des  arrangements  que  l'on 
peut  former  avec  ces  variables. 

Démonstration.  Supposons  que  le  système  donné  soit  celui  que  présente  la 
série  (2),  et  nommons  /¥  l'ordre  de  ce  système.  Si  la  série  (2)  se  confond  avec 
la  série  (i),  on  aura  précisément  M=N;  dans  le  cas  contraire,  désignons 
par  U,  V,  W,...  des  substitutions  qui  fassent  partie  de  la  série  (i)  sans  appar- 
tenir à  la  série  (2).  Si  l'on  nomme  m  le  nombre  des  termes  de  la  série 

(5)  I,  U,  V,  W,..., 
le  tableau 


(6) 


offrira  m  suites  horizontales  composées  chacune  de  M  termes  .  et  tous  les 
termes  de  chaque  suite  seront  distincts  les  uns  des  autres.  Si ,  d'ailleurs  ,  deux 
suites  horizontales  différentes,  par  exemple  la  deuxième  et  la  troisième, 
offraient  des  termes  égaux ,  en  sorte  qu'on  eût 

VQ  =.  UP, 

on  en  conclurait 

V=:  UPQ-', 
ou  simplement 

V  =  US, 

s  —  PQ-^  étant  un  ternie  de  la  série  (2).  Donc  alors,  dans  le  tableau  (6),  le 
premier  terme  V  de  la  troisième  suite  horizontale  serait  déjà  un  des  termes 
de  la  seconde.  Donc  tous  les  termes  du  tableau  (6)  seront  distincts  les  uns 


I,   p, 

Q, 

R,.... 

u,   UP, 

UQ, 

UR,..., 

V,    VP, 

VQ, 

VR,...^ 

w,  WP, 

WQ, 

WR,.... 

etc.... 
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des  autres,  si  le  premier  terme  de  chaque  suite  horizontale  est  pris  en  de- 
hors des  suites  précédentes.  Or  concevons  qu'en  remplissant  toujoui's  cette 
condition,  on  ajoute  sans  cesse  au  tableau  (6)  de  nouvelles  suites,  en  faisant 
croître  ainsi  le  nombre  m.  On  ne  pourra  être  arrêté  dans  cette  opération 
qu'à  l'instant  où  le  tableau  (6)  renfermera  les  N  termes  compris  dans  la 
suite  (i)  ;  mais  alors  on  aura  évidemment 

(7)  N  =  mM. 

Donc  J/sera  un  diviseur  de  iV. 

Corollaire.  Il  est  bon  d'observer  qu'au  tableau  (6)  on  pourrait  substituer 
un  autre  tableau  de  la  forme 

I,   P,     Q,       R,..., 
U,  PU,   QU,    RU,..., 

(8)  {  V,  PV,  QV,  RV,.  ., 
W,  PW,  QW,  RW,..., 
etc. 

2^  Théorème.  L'ordre  d'nn  système  de  substitutions  conjuguées  est  di\  i- 
sible  par  l'ordre  de  chacune  de  ces  substitutions. 

Démonstration.  Supposons  toujours  que  le  système  donné  soit  celui  que 
présente  la  série  (2).  Si  l'on  nomme  a  l'ordre  de  la  substitution  P,  la  suite  f.^ 
devra  renfermer  en  premier  lieu  les  substitutions 

(9)  I,  P,  p^...,    p-^ 

Soit  d'ailleurs  Q  l'une  des  substitutions  qui  appartiennent  à  la  série  (2),  sans 
faire  partie  de  la  suite  (9).  La  suite  (2)  renfermera  les  substitutions 

(10)  Q,  PQ,  P=^Q,...,    P^-'Q, 

et  aucune  de  celles-ci  ne  pourra  se  confondre  avec  Tune  des  substitutions 

I,  P,  P^...,     P'^-^ 
car  si  Ton  avait,  par  exemple, 

p*Q  =  p^ 

on  en  conclurait 

Q  =  P^-*. 

Ex.  d'An,  et  de  Ph.  wath.,  T.  III.  îSO^  livr.)  2^ 


V") 
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Soit  encore  R  une  substitution  qui  fasse  partie  de  la  suite  (2) ,  sans  être 
lenfermée,  ni  dans  la  suite  (9) ,  ni  dans  la  suite  (10).  La  suite  (2)  renfermera 
nécessairement  les  substitutions 

R,  PR,  P2R,...,     P^-*R; 

et  aucune  de  ces  dernières  ne   sera  comprise  ,   ni  dans  la  suite  (9)  ,  ni 
même  dans  la  suite  (10);   car,  si  l'on  avait,   par  exemple, 

P^R  =  P^Q, 
on  en  conclurait 

R   =  P^-*Q. 

En  continuant  ainsi,  on  partagera  facilement  la  suite  des  substitutions 
conjuguées 

I,  P,  Q,  R,... 
en  plusieurs  suites, 

I,     P,      P',...,      P''-', 
Q,  PQ,  FQ,...,P«-H^, 
R,    PR,    P»R,...,P''-'R, 
etc. , 

dont  chacune  renfermera  a  substitutions  diverses.  Donc,  si  l'on  nomme  M  le 
nombre  des  substitutions  conjuguées 

I,  P,  Q,  R,..., 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'ordre  de  leur  système,  M  sera  un  multiple 
de  a. 

Corollaire.  Il  importe  d'observer  qu'en  opérant  toujours  de  la  même 
manière,  on  pourrait  intervertir  l'ordre  des  facteurs,  et  substituer  ainsi  au 
tableau  f  1 1)  un  tableau  de  la  forme 

,  I,  P,   p^. ..,    p«  ', 

(12)  \  Q,  QP,  QP^...,  QP^-% 

j  R,    RP,    RP%...,    RP«-', 
\  etc. 
3^  Théorème.  Soient 

P,  Q 

deux  substitutions,  la  première  de  l'ordre  a,  la  seconde  de  Tordre  b;  et 
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supposons  ces  deux  substitutions  permutables  entre  elles,  en  sorte  qu  on  ait 

ri  3)  QP=PQ. 

Si  d'ailleurs,  ^,  k  étant  deux  entiers  quelconques,  l  équation 

(i4)  P^Q^  =  I 

ne  se  vérifie   jamais  ,   excepté   dans  le  cas  où  Ton   a 

(l5)  P''=    1,  Q^  =r    1, 

les  deux  substitutions  P ,  Q  et  leurs  dérivées  composeront  un  système  de  sub- 
stitutions conjuguées  dont  l'ordre  sera  précisément  le  produit  ah. 

Démonstration.  En  effet,  soit  S  une  dérivée  quelconque  des  deux  substi- 
tutions P,  Q.  Cette  dérivée  sera  le  produit  de  facteurs  égaux,  les  uns  à  P, 
les  autres  àQ;  mais,  en  vertu  de  la  formule  (i 3)  ,  l'ordre  dans  lequel  ces 
facteurs  seront  écrits  pourra  être  interverti  arbitrairement.  Donc  on  pourra 
faire  en  sorte  que  chacun  des  facteurs  égaux  à  P  précède  chacun  des  facteurs 
égaux  à  Q,  et  réduire  S  à  la  forme 

(i6)  S  =  P^'Q*. 

Gela  posé  ,  comme  les  valeurs  distinctes  de  P''*  répondront  aux  valeurs 

o,   I,   2,...,  a  —  I 
de  l'exposant  h,   et  les  valeurs  distinctes  de  Q''  aux  valeurs 

o,    I,    2,...,    h  —  I 

de  l'exposant  A,  il  est  clair  que  les  valeurs  distinctes  de  S  seront  tontes 
comprises  dans  le  tableau 

I,         P,  P%...,  P"-', 

Q,        PQ,       FQ,...,        P'-Hi, 

(17)  (Q%     PQ%    P^Q^..•,     P"-'Q^ 


Q*~S  PQ'-S  P'Q*-',...,  p«-'Q^ 


Elles  seront  donc  représentées  par  les  divers  termes  de  ce  tableau,  si  ce- 
termes  sont  tous  inégaux  entre  eux.  Or,  c'est  ce  qui  arrivera  certainement 
dans  l'hypothèse  admise  ;  car,  si  l'on  suppose 

(18)  p/'Q''^  P^O/, 
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//,  h!  désignant  deux  nombres  dont  chacun  soit  inférieur  à  l'ordre  a  de  la 
substitution  P,  et  /f,  k'  deux  nombres  dont  chacun  soit  inférieur  à  Perdre  b 
de  la  substitution  Q,  l'équation  (18)  donnera 

(19)  p/-A'QA-A'   ^    j. 

et  puisque,  dans  l'hypothèse  admise,  la  formule  (i 4)  entraîne  toujours  les 
formules  ;i5),  l'équation  (19)  entraînera  les  suivantes: 


desquelles  on  tirera 

Donc,  si  les  conditions  (^20)  ne  sont  pas  remplies,  l'équation  (18)  ne  pourra 
subsister,  et  l'on  peut  affirmer  que  deux  termes  distincts  du  tableau  (17) 
auront  des  valeurs  distinctes.  D'ailleurs  les  termes  de  ce  tableau ,  qui  ren- 
ferme a  lignes  verticales  et  h  lignes  horizontales,  sont  en  nombre  égal  au 
produit  ab.  Donc,  dans  l'hypothèse  admise,  ce  produit  représentera  pré- 
cisément le  nombre  des  valeurs  distinctes  deP,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
tordre  du  système  des  substitutions  dérivées  de  P  et  de  Q. 

Observous  au  reste  que,  dans  l'hypothèse  admise,  on  aura  identiquement 

et  qu'en  conséquence  les  substitutions  (17)  se  confondront  respectivement 
p.vee  celles  que  l'enferme  le  tableau 

I,         P,  P',...,  P"-\ 

Q,       QP,        QP%.,..      QP-', 


Q6-.    Q^-'P,  Q^-*P%...,  (y 


Des  raisonnements  entièrement  semblables  à  ceux  dont  nous  venons  de 
faire  usage  suffiraient  encore  pour  établir  les  propositions  suivantes  : 
/f  Théorème.  Soient 

P,  Q,  R,... 

diverses  substitutions  permutables  entre  elles,   en  sorte  qu'on  ait 

22)  QP  =  PQ,       RP  =  PR,...,       RQ  =  QR,...: 
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t^t  nommons 

a  Tordre  de  la  substitution  P, 
h  Tordre  de  la  substitution  G, 
c  Tordre  de  la  substitution  R  , 
etc. 

Si,  d'ailleurs,  h,  k,  /,...  étant  des   entiers  quelconques,   l'équation 

(23)  P^'Q^R^.  .  =  r 

ne  se  vérifie  jamais,  excepté   dans  le  cas  ou  Ton  a 

(2/4)  P''=  I,       Q*=  f,       r/  =  I,...; 

les  substitutions  P,  Q,  R,...  et  leurs  dérivées  composeront  un  système  de 
substitutions  conjuguées  dont  Tordre  sera  précisément  le  produit  «/;<:.  .  .  des 
ordres  des  substitutions  données  P,  Q,  R  ,.  .  .  . 

Corollaire.   Il  est  clair  que  Téquaùon    23)  entraînera  toujouis  les  équa- 
tions (24) ,   si  les  substitutions 

P,  0,  P.,..., 

réduites  à  leurs  plus  simples  expressions ,  sont  formées  avec  des  variables  di- 
verses, en  sorte  que  jamais  deux  de  ces  substitutions  ne  renferment  la  même 
variable.  En  effet ,  concevons  que  les  substitutions 

P,  Q,  R,... 

soient  formées,  la  première  avec  les  seules  variables  a,  ê,  y,...;  la  seconde 
avec  les  seules  variables  X,  a,  v,...  ;  la  troisième  avec  les  seules  variables 
c,  y,  di,....  Ces  divers  systèmes  de  variables  seront  encore  ceux  qui  servi- 
ront respectivement  à  former  les  substitutions 

h  ,  k,  l,...  étant  des  nombres  entiers  quelconques.  Cela  posé  ,  pour  appliquer 
à  un  facteur  quelconque  une  substitution  de  la  forme 

S  =  P^'Q^P/.  .., 

il  suffira  de  faire  subir  aux  variables  a,  ê,  y,...  les  déplacements  indiqués 
par  la  substitution  P'^,  aux  variables  ),,  a,  v,...  les  déplacements  indiqués 
par  la  substitution  Q\  aux  variables  9,  y,  t|»,...  les  déplacements  indiqués 
par  la  substitution  R',....  Donc,  pour  que  Téquation  (aS'jsubsiste  ,  ou,  ce 
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qui  revient  au  même,  pour  qu  aucune  des  variables  données  ne  soit  déplacée 
par  la  substitution  S,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  les  variables  a,  ê,  y,... 
ne  se  trouvent  point  déplacées  par  la  substitution  P'',  ni  les  variables  /,  p.,  v,... 
par  la  substitution  Q^,  ni  les  variables  9,  ;(,  i|>, ...  par  la  substitution  R',.-^ 
et  que  ion  ait  en  conséqilence 

P^'zrrl,  Q^=I,  W  =!,.... 

Dn  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 
3^  T/iéorèfiie.  Soient 

(25)  P,  Q,  I{,... 

diverses  substitutions  formées  avec  des  variables  diverses.  Non-scidement 
ces  substitutions  seront  permutables  entre  elles,  mais,  de  plus,  étant  jointes 
à  leurs  dérivées,  elles  fourniront  un  système  de  substitutions  conjuguées, 
qui  sera  d'un  ordre  représenté  par  le  produit  dos  ordres  des  substiitutions 
P,  Q,R,.... 

Corollaire.  Si  la  série  (aS)  renferme  une  seule  substitution  de  l'ordre  a. 
une  seule  de  l'ordre  ^,  une  seule  de  l'ordre  c,...;  l'ordre  du  système  des  sub- 
stitutions P,  Q,  R,...  et  de  leurs  dérivées  sera  le  produit  abc...  Si,  au  con- 
traire,  la  série  (aS)  renferme  h  substitutions  de  l'ordre  «,  k  substitutions  de 
Tordre  b,  l  substitutions  de  l'ordre  c,  ...,  ces  diverses  substitutions,  jointes 
à  leurs  dérivées,  composeront  un  système  dont  l'ordre  sera  représenté  pai 
le  produit 

a''b^c'.... 

§  VII.   —   Sur  les  systèmes  fie  substitutions  primitives  et  conjuguées. 

Soient  P  une  substitution  régulière  qui  renferme  n  variables x,  j-,  r,.  .  ., 
a  l'ordre  de  cette  substitution, 
b  le   nombre  de  ses  facteurs  circulaires; 
les  trois  nombres  a,  b,  n  seront   liés  entre  eux  par  la  formule 

n  =   ab. 

Cela  posé,  concevons  que  l'on  range  sui-  a  lignes  borizontales  distincte», 
et  sur  b  lignes  verticales,  les  n  variables  comprises  dans  P,  en  plaçant  a  la 
suite  Tune  de  l'autre,  dans  une  même  ligne  horizontale,  les  variables  qui  se 
suivent  immédiatement  dans  un  même  facteur  circulaire  de  P.  On  obtiendra 
encore  une  substitution  régulière  Q  de  Tordre  n ,  en  prenant  pour  facteurs 
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de  Q,  a  substitutions  circulaires  de  l'ordre  b,  dans  chacune  desquelles  se- 
raient placées,  à  la  suite  l'une  de  l'autre ,  les  variables  que  renferme  une  même 
iif>ne  verticale.  De  plus ,  il  est  clair  que  les  deux  substitutions 

P,  Q, 

dont  l'une  aura  pour  effet  unique  d'échanger  entre  elles  les  lignes  verticales , 
tandis  que  l'autre  aura  pour  effet  unique  d'échanger  entre  elles  les  lignes 
horizontales,  seront  deux  substitutions  permutables  entre  elles,  par  con- 
séquent deux  substitutions  dont  les  dérivées  seront  toutes  comprises  dans 
chacun  des  tableaux 


l, 

p, 

P%..., 

P--', 

Q, 

QP, 

QP',  .  -, 

QP«-\ 

Q^ 

Q'P, 

Q^F,... 

,      Q^P''^ 

Q-', 

,  Q'-'P, 

Q'-'P%. 

.  .,     Q6-'P«-'; 

1, 

p, 

P%..., 

pn-^ 

Q, 

PQ, 

P'Q,..., 

P'^-^Q, 

Q\ 

PQ2, 

PQ%..., 

p«_2Q2 

('-) 


Q6-1       PQ6-,       P2Q6-',...,     P«-'Q*-^; 

et  formeront  un  système  de  substitutions  conjuguées  de  Tordre  7i  =  ab. 
Si ,  pour  fixer  les  idées ,  on  pose 

alors,  avec  les  quatre  variables 

^,  fi 

rangées  sur  deux  lignes  horizontales  et  sur  deux  lignes  verticales,  on  pourra 
composer  les  deux  substitutions  régulières 

P  =  («^^r)  (2.  ")     *^^     Q  =  (-^^  2)  (js /^), 

qui  seront  permutables  entre  elles;  et  ces  deux  substitutions  formeront,  avec 
leurs  dérivées 

I     et     PQ  ==  QP, 
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un  système  de  substitutious  conjuguées 

I,     P, 

Q,  PQ 

qui  sera  du  quatrième  ordre.  Pareillement,  si  Ion  pose 

^z  =   6  =   3   X   2, 
alors,  avec  les  six  variables 

rangées  sur  deux  lignes  horizontales  et  sur  trois  lignes  verticales ,  on  pourra 
composer  les  deux  substitutions  régulières 

P  =  G^,  J,  z)  (u,  i^,  w),        Q  =  (jr,  u)  (  j,  i>)  (z,  w), 

qui  seront  permutables  entre  elles;  et  ces  deux  substitutions  formeront,  avec 
leurs  dérivées,  un  système  de  substitutions  conjuguées  qui  sera  du  sixième 
ordre.  Au  reste,  ce  dernier  système  ne  sera  autre  chose  que  le  système  des 
puissances  de  la  substitution  circulaire 

(>,    ÎV,    ^,    w,    z-,    <^), 

dont  P  et  Q  représentent  les  facteurs  primitifs. 

Au  lieu  de  ranger  les  n  variables  données  sur  a  lignes  horizontales  et  sut 
h  lignes  verticales ,  on  pourrait  représenter  ces  variables  par  une  seule  lettre  s 
affectée  de  deux  indices,  et  représenter  même  les  deux  systèmes  d'indices 
par  deux  nouveaux  systèmes  de  lettres 

a,  €,  7,. . .,       A,  [x,  V,,  , . 

Ainsi,  par  exemple,  on  pourrait  représenter  les  six  variables 

par 

'^.,H:  '^,,^  Sy,,-^ 

et  alors  les  substitutions 

P  =  {œ,  jr,  z)  («,  (',  wj,       Q  =  ix,  u)  (7,  v)  (z.,  w) 
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s'offriraient  sous  les  formes 

P  =  {a,  ê,  7),       Q-=(X,/jO, 
qui  rendraient   sensible  la  propriété  qu'ont   ces   deux  substitutions  d^être 
permutables  entre  elles. 

Concevons  maintenant  que  le  nombre  entier 

n  =  abc .  . . 

soit  décomposable  en  plusieurs  facteurs  a,  b,  f,...,  égaux  ou  inégaux.  Alors 
on  pourra  représenter  n  variables  diverses 

par  une  seule  lettre  s  affectée  de  plusieurs  indices,  le  nombre  /de  ces  indices 
étant  égal  au  nombre  des  facteurs  a,b,c.,..  .,  et  représenter  même  les  di- 
vers systèmes  d'indices  par  divers  systèmes  de  lettres 

a,    ê,    7,.  .  ., 
X ,    p.^    V , .  .    , 

etc. 

Gela  posé  ,  les  substitutions  P,  Q , .. .  qui ,  étant  exprimées  à  i  aide  des  lettres 

a,jS,7,...,  À,  fJ.,  V,...,  (p, /,di,...,  se  présenteront  sous  les  formes 

;3)       P  =  (a,g,7,...),    Q=n(X,p.,v,...),    R  =  (<p,x.  'j^. •••).••- 

seront  évidemment  des  substitutions  permutables  entre  elles,  la  première  de 
Tordre  a,  la  seconde  de  Tordre  b,  la  troisième  de  Tordre  c,...;  et  elles 
composeront,  avec  leurs  dérivées,  un  système  de  substitutions  conjuguées 
dont  Tordre  sera 

n  =  abc .... 

Ajoutons  que,  si  les  substitutions  (3)  sont  exprimées  à  Taide  des  n  lettres 

a? ,  j,  2 , . . . , 
chacune  d'elles  sera  une  substitution  régulière  qui  renfermera  toutes  ces 
lettres,  P  étant  le  produit  de  -  facteurs  circulaires  de  Tordre  a,  Q  étant 
pareillement  le  produit  de  ^  facteurs  circulaires  de  Tordre  b,.... 

Ex.  d'An,  et  de  l>h.  math.,  T.  111.  (  50«  livr.)  ^^ 


Dans  le  cas  particulier  où  les  /  facteurs  «,  b,  c,...  deviennent  égaux  entre 
eux,  on  a 

?i  =  <?/, 
et  les  substitutions 

P,  Q,  R,... 

forment  avec  leurs  dérivées  un  système  de  a'  substitutions  diverses  qui  sont 
toutes  de  l'ordre  a,  sï  a  est  un  nombre  premier,  à  l'exception  de  celle  qui 
se  réduit  à  l'unité. 

Au  reste,  les  propositions  diverses  auxquelles  nous  venons  de  parvenir 
peuvent  encore  être  j];énéra!isées,  ainsi  que  nous  allons  l'expliquer. 

Considérons  toujours  un  système  de  n  variables 

Jf,  j,  s,.... 
Soient  d'ailleurs  a  un  nombre  entier  égal  ou  inférieur  à  n  ,  et  ha  un  multiple 
de  a  contenu  dans  n.  Enfin  ,  concevons  qu'avec  ah  variables  ,  prises  au  ha- 
sard, on  forme  h  groupes  divers  composés  chacun  de  a  lettres,  et  nommons 

(4)  P„P,,...,P, 

h  substitutions  circulaires  de  Tordre  a,  dont  chacune  soit  formée  avec  les 
variables  comprises  dans  un  seul  groupe.  Ces  substitutions  étant  permutabh^s 
entre  elles  ,  le  système  de  ces  mêmes  substitutions,  et  de  leurs  dérivées,  sera 
de  l'ordre 

a\ 

Ajoutons  que ,  si  a  est  un  nombre  premier,  le  système  dont  il  s'agit  renfer- 
mera seulement  des  substitutions  régulières  de  l'ordre  a,  dont  quelques-unes, 
savoir,  les  substitutions  ^^4)  e^  leurs  puissances,  se  réduiront  à  des  substitutions 
circulaires  de  l'ordre  a. 

Soient  maintenant  /;  un  nombre  égal  ou  inférieur  à  h.eikh  un  multiple  de  h 
contenu  dans  h.  ksec  plusieurs  des  précédents  groupes  que  j'appellerai  grou- 
pes de  première  espèce,  on  pourra  composer  des  groupes  de  seconde  es- 
pèce, dont  chacun  embrasse  h  groupes  de  première  espèce,  et  dont  le  nombre 
soit  égal  à  k.  Cela  posé,  nommons 

■:5)  Q,,Q2.-.,Q. 

des  substitutions  dont  chacune  consiste  à  permuter  circulairement  entre  eux 
les  b  groupes  de  première  espèce  compris  dans  un  seul  groupe  de  seconde 
espèce.  Chacune  des  substitutions  (5),  exprimée  à  l'aide  des  variables  primi- 
tives, sera  une  substitution  régulière  équivalente  au  produit  de  a  facteurs 
circulaires  dont  chacun  sera  de  l'ordre  b;  et  ces  substitutions  seront  permu- 
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tables,   non-seulcmeot  entre  elles,  mais  encore  avec  les  substitutions  (4). 
Par  suite,  le  système  des  substitutions  (4)  et  (5),  et  de  leurs  dérivées,  sera 
de  l'ordre 

En  continuant  ainsi,  on  établira  généralement  la  proposition  suivante: 
i**"  Théorème.  Considérons  un  système  de  n  variables  oc,f^  z,....  Soient 
d'ailleurs  a  un  nombre  entier,  égal  ou  inférieur  à  «,  et  i  =  ha  un  multiple 
de  a  contenu  dans  /?.  Soient  encore  b  un  nombre  entier,  égal  ou  inférieur  à /^ , 
et  kb  un  multiple  de  b  contenu  dans  h.  Soient  pareillement  c  un  nombre  en- 
tier, égal  ou  inférieur  à  A",  et  le  un  multiple  de  c  contenu  dans  A  ; .  .  .  .  On 
pourra  toujours  former,  avec  i  variables  arbitrairement  choisies,  un  sys- 
tème de  substitutions  conjuguées  dont  Tordre  sera  représenté  par  le  produit 

rt^'Mc^ 

Corollaire.  En  supposant  les  nombres  a,  />,  c,...  tous  égaux  à  un  même 
nombre  premier,  p,  on  déduit  immédiatement  du  théorème  i"  la  proposition 
suivante  : 

2*^  Théorème.  Considérons  un  système  de  n  variables.  Soit  d'ailleurs/;  un 
nombre  premier  égal  ou  inférieur  à  7i.  Soient  encore  i  =  hp  un  multiple  de  p 
contenu  dans  az,  kp  un  multiple  de  p  contenu  dans  /?,  Ip  un  multiple  de  p  con- 
tenu dans  /i,  etc.  Avec  i  variables  arbitrairement  choisies  ,  on  pourra  tou- 
jours former  un  système  de  substitutions  conjuguées  et  primitives,  dont 
l'ordre  sera  représenté  par  le  produit 

p^p'^p',  .  .   =  pà+k+l+...^ 

Corollaire.  Rien  n'empêche  d'admettre  que  dans  le  théorème  précédent 
on  désigne  par  hp  le  plus  grand  multiple  de  p  contenu  dans  n  ,  par  kp  le  plus 
grand  multiple  de  p  contenu  dans  /?,  par  Ip  le  plus  grand  multiple  de  /;  con- 
tenu dans  k,....  Alors 

se   réduit  (*)  à  la  plus  haute    puissance  de  p   qui    divise   exactement   le 

(*)  Soit  pi  la  plus  haute  puissance  de/»  qui  divise  exactement  le  produit 
N=  1.1.?,.  .  .n. 
Pour  que  y/+**-^-' —  se  réduise  k pf,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  Ion  ait 

Or,  effectivement,  on  sait  que  l'exposant / de  la  plus  haute  puissance  àe p,  qui  divise  N,  est 
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produit 

N=  i.sà.3...«, 

et,  par  suite ,  on  obtient ,  à  la  place  du  a*'  théorème  ,  la  proposition  suivante  : 
3*^  Théorème.  Considérons  un  système  de  n  variables  Jc,  J",  z,....  Soient 
d'ailleurs y:>  un  nombre  premier,  égal  ou  inférieur  à  «,  /  le  plus  grand  multiple 
de/?  eontenu  dans  n^  et/>^la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  exactement 
le  produit 

N  =^  1.2.3...  n. 

Avec  plusieurs  des  variables  j:-,^,  z,...  choisies  arbitrairement  en  nombre 
égal  à  i,  ou  pourra  toujours  former  un  système  de  substitutions  primitives 
conjuguées  ,  qui  sera  de  Tordre  pf. 

Pour  montrer  une  application  des  principes  que  nous  venons  d  établir, 

la  somme  des  entiers  contenus  dans  les  fractions 

^       N       N_ 

p'     P''     P^' 
et  il  est  clair  que,  dans  l'hypothèse  admise,  ces  entiers  seront  précisément  les  nombres  repré- 
sentés par 

h,   /•,   /,.... 

Au  reste,  on  peut  arriver  très-simplement  à  l'équation 

ph+k+l+...  =z  pf 

de  la  manière  suivante: 
Soient ,  comme  ci-dessus  , 

lip  le  plus  grand  multiple  de  p  contenu  dans  n, 
hp  le  plus  grand  multiple  de  p  contenu  dans  A, 
Ip  le  plus  grand  multiple  de  p  contenu  dans  /-, 
etc .  .  . . 

Evidemment  pi\  ou  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  le  produit 

iV  =  1 . 2 . 3 .  .  .  « , 
sera  en  même  temps  la  plus  haute  puissance  de/»  qui  divisera  le  produit 

p.ip  .2>p.  .  .hp=z  1.2.3...  hp''. 
Donc  ,  par  suite , 

?" 
sera  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divisera  le  produit 

1.2. 3. ..A; 
mais  f>p  étant  le  plus  grand  multiple  de  p  contenu  dans  h,  pi-''  sera  encore  la  plus  haute 


-pS- 
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considérons  en  paiticulier  cinq  variables 

x^  jr,  z,  w,  V, 

et  supposons  d'ailleurs  p  —  i.  On  aura,  dans  ce  cas, 

n  =  5,       iV=  1.2.3.4.5=1 20. 
i   —  [^  =  ip^       h  —  '1,       k  =  i, 

et.  par  suite, 

f=:h  +  k  =  3,       pf=  4.2  =  8. 

Donc,  si  l'on  prend  au  hasard  quatre  des  cinq  variables  données, 
pourra  toujours,  avec  ces  quatre  variables,  par  exemple  avec  x,  j,  ~,  «, 
lormer  un  système  de  substitutions  régulières  conjuguées,  qui  sera  d'an 
ordre   représenté  par  le  nombre  8.  Effectivement,   partageons   les   quatre 

variables 

X,  jr,  z,  u 
en  deux  groupes 


on 


puissance  de  p  qui  divisera  le  produit 

p.'xp.'6p...hp—\.-^..z..  ./y. 

Donc,  par  suite, 

P 

sera  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divisera  le  produit 

I  .2.  .  .  A-. 
En  continuant  ainsi,  on  reconnaîtra  que  les  plus  hautes  puissances  de /^  qui  diviseront  le: 
produits 

I.2.3.../2,        1.2.3.../*,        1.2.3.../,        1.2.3.../,... 

sont  respectivement  les  divers  termes  de  la  suite 

pf^    pf-'',     p/-^-S     p.f-''-^-',.... 
Or,  cette  même  suite  aura  nécessairement  pour  dernier  terme 

et  comme  ce  dernier  terme  sera  aussi  de  la  forme 

on  aura  définitivement 

P 

ou ,  ce  qui  revient  au  même, 

pj  —  ph+k+i+. 
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composés  chacun  de  deux  variables,  et  nommons 

deux  substitutions  circulaires  du  second  ordre,   dont  chacune  soit  formée 
avec  les  variables  comprises  dans  un  seul  groupe.  Soit,  de  plus, 

Q  =  iJC,  z){j,u) 

la  substitution  qui  consiste  à  échanger  les  deux  groupes 

2,     M, 

l'un  contre  l'autre.  Les  trois  substitutions 

P,,P,  etQ 
seront  permutables  entre  elles,  et,  en  les  joignant  à  leurs  dérivées,  on  ob- 
tiendra un  système  de  huit  substitutions  régulières  et  conjuguées,  qui  seront 
respectivement 

i,  P.,   P2,    p^p;, 

Q.  P,Q,  P.Q,  P.P.Q, 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

{x,z)[j,u),        {x,z,j,u),       [x,u,j,z),       ijc,u)[j,z:. 
Concevons  maintenant  que  les  variables  données 

X,  J\    Z,    M,    (>,    w 

soient  au  nombre  de  six ,  et  que  ion  prenne  p  =  ?>.  Alors  on  aura 

72  =  6,       i^^=  1.2.3.4.5.6=:  720, 

« "  =  6  =  2/? ,       h  =  1, 
et,  par  suite , 

Gela  posé,  on  conclura  du 3^  théorème  qu'avec  les  six  variables  x,j,  z,u,u,w 
on  peut  former  un  système  de  neuf  substitutions  régulières  et  conjuguées. 
Effectivement,  partageons  ces  six  variables  en  deux  groupes 

u.    v^    w  , 
composés  chacun  de  trois  variables,  et  nommons 

P,  =  {oc.jr,  s),        P2  =  («,  V,  w) 
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deux  substitutions  circulaires  du  troisième  ordre,  dont  chacune  soit  formée 
avec  les  variables  comprises  dans  un  seul  groupe.  Ces  deux  substitutions  se- 
ront permutables  entre  elles,  et ,  en  les  joignant  à  leurs  dérivées ,  on  obtiendra 
un  système  de  neuf  substitutions  régulières  et  conjuguées  qui  seront  respec- 
tivement 

I,       Pi,  P?, 

P2,     Pip2,    P?P., 

P5,       P,P2,       P?P^, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(m,  TV,  i^),      {^ •>y^  2)  {u-,  ^j  ^)->      {^1  ^■■>j)  ("^  ^^7  ^)- 

Concevons  enfin  que ,  les  variables  données 

X  ^  jr^  z,  u^  i^,  î^' 

étant  toujours  au  nombre  de  six,  on  prenne  yy—  2.  Alors  on  aura  non-seu- 
lement 

Wrr:6,  N=   1.2.3.4.5.6, 


mais  encore 


et  par  suite 


i  =  /2  zr:  6  =  3/J,         Â  =  3,         A"  =  I , 


Cela  posé,  on  conclura  du  3"  théorème,  qu  avec  les  six  variables  x^y^  z,  u^  v,  w 
on  peut  former  seize  substitutions  primitives  et  conjuguées.  Effectivement, 
partageons  ces  six  variables  en  trois  groupes 


et  nommons 

P,  =  {X^J)^  P2  =  (2,  lÙ)^  P3  =  (v^,  w) 

trois  substitutions  circulaires  du  second  ordre  dont  chacune  soit  formée  avec 
les  variables  comprises  dans  un  seul  groupe.  Soit,  de  plus, 
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la  substitution  qui  consiste  à  échanger  les  deux  premiers  groupes 

Z,    M, 

lun  contre  l'autre.  Les  quatre  substitutions 

P„  P„  P3  et  Q 

seront  permutables  entre  elles;  et,  en  les  joignant  à  leurs  dérivées,  on  ob- 
tiendra un  système  de  seize  substitutions  primitives  et  conjuguées  qui  seront 
respectivement 

I,  Po  P2,  P3, 

P,P2p3,  P2P3,  P3P,,  P,P2, 

Q,  P,Q,         P,Q,        P3Q, 

P.PaPsQ-     P2P3Q;     PsP^Q,    P,P.Q; 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

{jc,j)  {z,  u)  [v,  w),  ',z,  u)  {v,  w) ,  {v,  w)  {x,j),  (x,j)  [z,  n), 

>,  z)  ( j,  u) ,  {jc,  z,  7,  u),  (x,  u,  j,  z),     {x,  z)  (  j,  u)  (v,  w). 

[x,  u)  ( j-,  z)  (t',  îv) ,      (.r,  u,  j,  z)  [v,  w) ,      (x,  z,  jr,  u)  (p,  w)  ,      {x,  u)  (_/,  z). 

11  est  bon  d'observer  que  ce  dernier  système  de  substitutions  conjuguées  ren- 
ferme, avec  IWité,  trois  substitutions  circulaires  du  second  ordre,  savoir, 

(■^rjj,     (^,«),     (y,'^)^ 

huit  substitutions  régulières  du  second  ordre,  savoir, 

[Z,  u)  (v,  w),       (P,  w)  {x,  j),       {x,  j)  {z,  u),       (x,  z)  (  j,  u),     {x,  u)  (  j,  :?>. 

et 

[x,  y)  [Z,  u)  [v,  îv),        [x,  z)  [jr,  u)  ((',  îv),       {x,  u)  {j,  z)  (i/,  w). 

deux  substitutions  régulières  du  quatrième  ordre ,  savoir, 

(x,  z-,  j,  m),       {x,u,j;z), 

dont  lune  est  le  cube  de  l'autre  ;  enfin  deux  substitutions  primitives  du  qua- 
trième ordre,  savoir,. 

iX,  z,  J,  u)   (t^,  O^;,  (x,  M,  J,  z)  (Vy  w), 

dont  l'une  est  encore  le  cube  de  l'autre. 


(  '^oi   ) 
§  VIII.   —  Sur  les  diverses  puissances  d'une  même  substitution. 

Soient  P  une  substitution  quelconque,  et  i  l'ordre  de  cette  substitution. 
Les  diverses  puissances  de  P,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  dérivées  di- 
verses de  P,  se  réduiront  aux  divers  termes  de  la  suite 

(,)  I,  P,  PS...,  p'-% 

dont  le  premier  peut  encore  être  représenté  par  P°  ;  et  si,  en  nommant  r  un 

des  nombres 

(2)  o,    I,   2,.  .  .,  /  —  I, 

on  désigne  par  l  un  entier  qui,  divisé  par  i,  donne  r  pour  reste,  la  formule 

/^r,     (mod.  /) 
entraînera  la  suivante 

F=:P^ 

Soient  maintenant 

O,    'Ç,    ^,..  . 

les  divers  facteurs  circulaires  de  P  formés  avec  des  variables  qui  sont  toutes 
distinctes  les  unes  des  autres.  L'équation 

^3>  P  =  X)'Ç^ ... 

entraînera  la  suivante 

(4)  P'  =  t3"Ç"^'..., 

quel  que  soit  l'exposant  /;  et,  comme  les  divers  facteurs  t)',  '<?',  ^^', ...  de  la 
substitution  P^  sont  formés  avec  des  variables  diverses,  le  seul  cas  où  la  sub- 
stitution P'  ne  déplacera  aucune  variable  sera  évidemment  celui  où  chacun 
des  facteurs  t?',  -p^,  ^^,...  remplira  cette  même  condition.  En  d'autres  termes, 
pour  que  l'on  ait 

(5)  P'=r, 

il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  l'on  ait  séparément 

(6)  X3'=i,     "^^=1,    \^'=i, 

D'ailleurs ,  les  diverses  valeurs  entières  et  positives  de  /  propres  à  vérifier  la 
formule  (3)  seront  l'ordre  /  de  la  substitution  P  et  les  multiples  de  cet  ordre. 
Pareillement,  les  diverses  valeurs  de  /  propres  à  vérifier  l'une  quelconque  des 
formules  (4)  seront  l'ordre  du  facteur  circulaire  qui  entre  dans  cette  formule 
et  les  multiples  de  cet  ordre.  Gela  posé,  il  est  clair  que  la  plus  petite  des  va- 

Ex.  d'An,  et  de  Phys.  math.,  T.  III.  (51«  Hvr.)  "^^ 


(     202     ; 

leurs  positives  de  /  propres  à  vérifier  la  formule  (3)  ou  l'ordre  /  de  la  substi- 
tution P,  devra  être  le  plus  petit  nombre  divisible  à  la  fois  par  les  ordres  des 
divers  facteurs  circulaires  13,  '<?,  ig) Ainsi  se  trouve  rigoureusement  éta- 
blie la  proposition  que  nous  avons  déjà  indiquée  page  i6i,  et  que  l'on  peut 
énoncer  comme  il  suit  : 

!*''■  Théorème.   L'ordre  d'une  substitution  quelconque  P,  représentée  par 
le  produit  de  plusieurs  facteurs  circulaires 

t),  \'>,  ^, .  . . , 

est  le  plus  petit  nombre  qui  soit  divisible  par  l'ordre  de  chacun  de  ce.^ 
facteurs. 

Soit  maintenant  h  un  nombre  entier  quelconque,  et  posons 

(7)  S  =  p^ 

La  substitution  S  sera  l'une  quelconque  des  dérivées  de  P.  D'ailleurs,  l'équa- 
lion  (7)  entraînera  la  suivante 

(8)  S'  =  P'", 

et,  par  suite,  la  formule 

(9)  S'=. 

donnera 

(10)  P^'=  .. 

Donc  Tordre  de  la  substitution  S,  ou  la  plus  petite  des  valeurs  de  /  propres- 
a  vérifier  la  formule  (9),  sera  en  même  temps  la  plus  petite  des  valeurs  de  / 
propres  à  vérifier  la  formule  (10)  et,  par  conséquent,  l'équivalence 

(11)  /f/  =  G,     (mod.  i), 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  plus  petite  des  valeurs  de  l  qui  rendront  le 
produit  lil  divisible  par  /.  Or,  si  l'on  nomme  B  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  h  et  de  /,  les  seules  valeurs  de  /qui  rendront  le  produit  hl  divisible 

par   i  seront  le  rapport  -  et  les  multiples  de  ce  rapport.  Donc  Tordre  de  la 

substitution  S  =  P'^  sera  précisément  le  rapport -,  et  Ton  pourra  énoncer 
encore  la  proposition  suivante  : 

2^  Théorème.  Soit  P  une  substitution  de  Tordre  /.  Soient,  de  plus,  h  un 
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nombre  entier  quelconque,  et  9  le  plus  grand  commun  diviseur  des  entiers 

h  et  /.  I/ordre  de  la  substitution  P''  sera  représenté  par  le  rapport  -• 

Corollaire.  Pour  que  ~  se  réduise  à  /,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  l'on 

ait  5  =  I,  c'est-à-dire  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  h  et  de  i  se 
réduise  à  Tunité;  en  d'autres  termes,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  h  soit 
premier  à  /.  D'ailleurs,  lorsque  cette  condition  se  trouve  remplie,  h  est  né- 
cessairement premier  à  chacun  des  facteurs  de  /,  par  conséquent  à  l'ordre  de 
chacun  des  facteurs  circulaires 

de  la  substitution  P.  Donc  alors  les  ordres  de  ces  divers  facteurs  sont  respec- 
tivement égaux  à  ceux  des  substitutions 

10^',  -Ç^,  ^^, .  . . , 
et  la  formule 

(12)  P^  =  xd''0''^>^'.  .  ., 

qui  se  déduit  immédiatement  de  l'équation  (3) ,  fournit  pour  valeur  de  P^' 
une  substitution  semblable  à  la  substitution  P.  On  peut  donc  énoncer  encore 
la  proposition  suivante  : 

3*^  Théorème.  P  étant  une  substitution  de  Tordre  z,  les  substitutions  qui 
seront  de  cet  ordre ,  parmi  les  diverses  puissances  de  P,  se  confondront  avec 
les  puissances  dont  les  degrés  seront  premiers  à  i.  De  plus,  ces  substitutions 
seront  toutes  semblables  à  P;  en  conséquence,  la  suite 

i,  P,  P%.  .    ,   P'-' 

offrira  autant  de  termes  semblables  àP  qu'il  v  a  de  nombres  entiers  inférieurs 
à  i  et  premiers  à  i. 

Corollaire.  Soit  $  un  diviseur  quelconque  de  /,  et  posons 

(i3)  i  =  ej. 

En  vertu  du  1^  théorème,  une  puissance  P'''  de  1'  sera  de  l'ordre  /  =  7  lors- 
que h  sera  de  la  forme 

(i4)  h  =  ek, 

k  étant  premier  à  j.  Or,  dans  cette  hypothèse,  en  faisant,  pour  abréger, 

(i5)  p^  =  e, 

26. 


(  ^o4  ) 
on  trouvera 
(l6)  P^r=e*; 

et  comme,  en  vertu  delà  formule  (r5),  0  sera  une  substitution  de  l'ordre/, 
on  conclurk  de  la  formule  (i6),  jointe  au  S*'  théorème,  que  P'''  est  une  sub- 
stitution semblable  à  P^  =  9.  Enfin  il  est  clair  que  le  nombre  h  déterminé 
par  la  formule  (i4)  sera  inférieur  à  /  et  premier  à  i,  si  le  nombre  k  est  infé- 
rieur à  y  et  premier  à  y.  Gela  posé,  on  pourra  évidemment  énoncer  la  pro- 
position suivante  : 

4*^  Théorème.   P  étant  une  substitution  de  Tordre  /,  5  un  diviseur  quel- 
conque de /,  et  y  la  valeur  entière  du  rapport -,  les  substitutions  qui  seront 

de  l'ordre/,  parmi  les  diverses  puissances  de  P,  se  confondront  avec  les  puis- 
sances dont  les  degrés,  divisés  par  0,  donneront  pour  quotients  des  nombres 
entiers  premiers  à  y.  De  plus,  ces  substitutions  seront  toutes  semblables 
à  P^;  en  conséquence,  la  suite 

I,  P,  p^...,  P'-' 

offrira  autant  de  termes  semblables  à  P^  qu  il  y  a  de  nombres  entiers  infé- 
rieurs à  y  et  premiers  à  y. 

Pour  montrer  une  application  des  théorèmes  qui  précèdent,  considéroni^ 
en  particulier  la  substitution  circulaire  de  même  ordre 

P  =  (x,  f^  z,  u,  ^,  w). 

Dans  ce  cas  le  nombre 

i=6 

aura  pour  diviseurs,  outre  l'unité,  les  nombres 

2,  3,  6, 

et  les  puissances  distinctes  de  P  seront 

j,  P,  p^  v\  p%  p^ 

D'ailleurs,  parmi  les  nombres 

G,  I,  2,  3,  4>  5, 
qui  représenteront  les  degrés  de  ces  puissances,  deux  seulement,  savon^  « 
et  5,  seront  premiers  à  6;  deux  autres,  savoir  i  et  4,  seront  les  produits  du 
diviseur  i  par  des  facteurs  i  et  2  premiers  à  3  =  |;  enfin  le  seul  nombre  3 
pourra  être  considéré  comme  le  produit  du  diviseur  3  par  un  facteur  i  pre- 
mier à  2  =  |.  Donc,  en  vertu  des  3^  et  4*"  théorèmes,  parmi  les  cinq  puis- 
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sauces  de  P  distinctes  de  l'unité,  on  trouvera  deux  substitutions  circulaires 
du  sixième  ordre,  savoir, 

P     et     P% 

deux  substitutions  circulaires  du  troisième  ordre,  savoir, 

P2     et     P% 
et  une  seule  substitution  circulaire  du  second  ordre,  savoir, 

On  aura  effectivement 

P    =r  [X,  J-,    £,    U,    V,    W),  P^  =  {jC,    W,    V,    U,     2,  j) , 

P'=(x,   z,   v)  (j,  u,  w),      P'  =  {x,  (^,.z)  (j,  îv,  ^^), 
P^  =  (x,  u)  {j,i>)  {z,w). 

Lorsque  l'ordre  de  la  substitution  P  est  représenté  par  un  nombre  premier, 
alors,  en  vertu  du  3^  théorème,  les  puissances  de  P  distinctes  de  l  unité  sont 
toutes  semblables  à  P.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  prend  pour  P  la  substitu- 
tion régulière  du  deuxième  ordre 

les  puissances  de  P  distinctes  de  Tunité,  savoir, 

P,  P2, 

sont  toutes  deux  des  substitutions  régulières  du  troisième  ordre.  On  trouvera  , 
en  effet , 

P=^  =  (:r,  z,j)  [u,  w,  v). 

Pareillement,  si  l'on  prend  pour  P  la  substitution  circulaire  du  cinquième 
ordre 

P  —  (x ,  j^,  z ,  u,  u), 

les  quatre  puissances  de  P  distinctes  de  l'unité  ,  savoir, 

P,  P%  P%  P\ 

seront  toutes  des  substitutions  circulaires  du  cinquième  ordre.  On  aura,  en 
effet , 

P  =  [x,  y^  Z;  u,  if),       ]?^  =  {X,  z,  i^,  j,  u), 

P^  =  {x,  u,  y,  V,  2;),       P*  =  (jc,  ^,  u^  z,  j). 

Lorsque  la  substitution  P  est ,  comme  dans  le  premier  et  le  dernier  des 
exemples  précédents,  une  substitution  circulaire,  alors,  en  vertu  des  prin- 
cipes établis  dans  le  §  I  (page  i58),  toute  puissance  P^  de  P  est  le  produit  de 
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plusieurs  facteurs  circulaires  de  même  ordre,  et,  par  conséquent,  une  sub- 
stitution régulière,  dont  l'ordre  se  confond  avec  ^,  B  étant  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  h  et  de  /.  Ajoutons  que  la  substitution  P^  renfermera  toutes 
les  variables  comprises  dans  la  substitution  circulaire  P. 

Si  la  lettre  P  représente,  non  plus  une  substitution  circulaire,  mais  une 
substitution  régulière  équivalente  au  produit  de  plusieurs  facteurs  circulaires 


dont  chacun  est  de  l'ordre  /;  alors,  Q  étant  toujours  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  i  et  de  ^,  les  divers  facteurs 

t5^,   '<?^,   \9'^.  .  . 

de  la  substitution  P^'  déterminée  par  la  formule  (12)  renferment  toutes  les 
variables  comprises  dans  P,  et  se  réduisent  tous  à  des  substitutions  régulières 
de  l'ordre  -.  Il  en  résulte  qu'on  peut  en  dire  autant  de  la  substitution  P^'  elle- 
même.  On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante; 

S*"  Théorème.  Soient  P  une  substitution  régulière  de  l'ordre  /,  et  ^  un 
nombre  entier  quelconque.  Soient  encore  B  le  plus  grand  commun  diviseur 

des  nombres  ^,  /,  et  y  la  valeur  entière  du  rapport  ^.  Alors  P^  sera  une  sub- 
stitution régulière  de  Tordre  y,  dans  laquelle  se  trouveront  comprises  toutes 
les  variables  que  renfermait  la  substitution  P. 

Corollaire.  Lorsque  l'ordre  /  de  la  substitution  régulière  P  est  une  puis- 
sance p^  d'un  nombre  premier  /?,  les  deux  diviseurs  de  /,  représentés  par  B 
et  y,  se  réduisent  eux-mêmes  à  des  puissances  de/?  d'un  degré  inférieur  ou 
tout  au  plus  égal  à  J\  et  le  5*^  théorème  fournit  la  proposition  suivante  : 

6^  Théorème.  Nommons  P  une  substitution  régulière  dont  l'ordre  soit  une 
certaine  puissance  pf  d'un  nombre  premier  p.  Soient,  de  plus,  h  un  nombre 
entier  quelconque,  et  p^  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  h.  La  substi- 
tution P^  sera  une  substitution  régulière  de  l'ordre  —  =  p^"^,  dans  laquelle 

se  trouveront  comprises  toutes  les  variables  que  renfermait  la  substitu- 
tion P. 

Supposons  maintenant  que  P  représente  une  substitution  sinon  régulière , 
du  moins  primitive,  c'est-à-dire  une  substitution  régulière  ou  irrégulière  dont 
l'ordre  soit  une  puissance  p^  d'un  nombre  premier/?.  Alors  P  sera  nécessaire- 


-;  207  ) 

ment  le  produit  de  plusieurs  substitutions  régulières 

U,  V,  w,,. ., 
dont  les  ordres 

se  trouveront  représentés  par  diverses  puissances  de  p  correspondantes  a  des 
exposants 

/,  s,---. 

qui  pourront  être  censés  former  une  suite  décroissante,/ étant  le  plus  con- 
sidérable d'entre  eux.  D'ailleurs,  si  l'on  désigne  par  h  un  nombre  entier  quel- 
conque ,  l'équation 

(,7)  P=:UVW... 

entraînera  la  suivante 

(,8)  P''=  T^V^'W^  .  ., 

et  de  l'équation  (18),  jointe  au  6^  théorème,  il  résulte  évidenmient  que  P^' 
sera ,  comme  P,  une  substitution  primitive.  Enfin  il  suffira  de  poser,  dans 
l'équation  (18), 

h  —  p^, 
ou  plus  généralement 

h  ==  kp^^ 

k  étant  premier  à  /?,  pour  réduire  à  l'unité  la  substitution  V^',  et  à  plus  fort( 
raison  les  substitutions  W', ....  Mais  alors ,  en  vertu  des  formules 

V''=  I,      W^r=:  I,    etc., 
jointes  à  l'équation  (18),  on  aura 

(19)  V'^^l}'^. 

Donc  la  puissance  P^  de  la  substitution  P  sera  équivalente  à  la  puissance  L^' 
de  la  substitution  régulière  U,  et  Ton  conclura  du  7^  théorème,  que,  dans 
l'hypothèse  admise,  l'ordre  de  la  substitution  P''  se  réduit  encore  'a  p-^"' 
D'autre  part,  comme  la  substitution  P^'=:U^  comprendra  toutes  les  variabUs 
renfermées  dans  U,  elle  seia  certainement  distincte  de  Tunité.  On  peiu  donc 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

7^  Théorème.  Nommons  P  une  substitution  primitive  dont  Tordre  soit  ia 
puissance  p^d'un  nombre  premier  p.  Si  l'on  désigne  par  h  un  nombre  entier 
quelconque.  Posera  encore  une  substitution  primitive  qui  aura  pour  ordr< 
une  certaine  puissance  de  p.  Concevons  maintenant  que  l'on  décompose  P  en 
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facteurs  représentés  par  des  substitutions  régulières 

U,  V,  w,..., 

dont  les  ordres 

f'^, /^^... 

forment  une  suite  décroissante.  Si  l'on  prend  pour  h,  ou  le  second  terme  p^ 
de  cette  suite,  ou  le  produit  de  ce  second  terme  par  un  nombre  k  premier  à  p, 
alors  P''  sera  une  substitution  distincte  de  l'unité,  non-seulement  primitive, 
mais  régulière  et  de  l'ordre  p^"^^  dans  laquelle  se  trouveront  comprises  toutes 
les  variables  que  renfermait  le  premier  facteur  régulier  U  de  la  substitution  P. 
Pour  montrer  une  application  du  7®  théorème ,  considérons  la  substitution 
primitive  du  quatrième  ordre 

P  =  {^^  jr^  2,  u)  ((',  w). 

On  aura ,  dans  ce  cas , 

U  r=(j7,  J,    Z,    u),       V  =  (i;,    w), 

i  —  [\,     p  —  'i-,    /=2,     ê^  =  i,     pf=[\,     ps=zi. 

Gela  posé,  on  obtiendra  évidemment  un  nombre  h  équivalent  au  produit  de 
pS  z=z  1  par  un  facteur  premier  à  /?,  si  l'on  prend 

Donc ,  en  vertu  du  8*^  théorème , 

p2 

sera  une  substitution  régulière  de  Tordre 

p^-s  =  1. 
On  trouvera  effectivement 

Supposons  à  présent  que  la  substitution  P  de  l'ordre  i  ne  soit  ni  régulière, 
ni  même  primitive.  Alors,  en  nommant/?  l'un  quelconque  des  facteurs  pre- 
miers de  /,  et  en  posant 

/  =  /?/, 

on  conclura  du  2^  théorème,  que  P'  est  une  substitution  de  l'ordre^.  Donc, 
puisqu'une  substitution  dont  Tordre  se  réduit  au  nombre  premier  p  est  né- 
cessairement régulière ,  on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante  : 
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8^  Théoième.  Soient  P  une  substitution  quelconque  réj'uiière  ou  irrégu- 
lière, i  l'ordre  de  cette  substitution,  et  p  l'un  quelconque  des  facteurs  pre- 
miers de  /.  On  pourra  toujours  choisir  le  nombre  entier  /  de  manière  à  faire 
coïncider  la  puissance  P^  de  P  avec  une  substitution  de  Tordre  p. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  généralement  supposé  que  les  exposants 
des  puissances  d'une  substitution  donnée  P  étaient  positifs.  Cette  supposition 
embrasse  tous  les  cas  possibles,  puisqu'on  peut  ajouter  à  un  exposant  quel- 
conque un  multiple  quelconque  de  l'ordre  /de  la  substitution  donnée,  et 
transformer  ainsi  un  exposant  négatif  en  un  exposant  positif.  D'ailleurs ,  / 
étant  un  nombre  entier  quelconque,  il  est  facile  d'établir,  à  l'égard  des  sub- 
stitutions de  la  forme 

P-^      et     P-', 

les  deux  théorèmes  que  nous  allons  énoncer. 

9^  Théorème.  Quelle  que  soit  la  substitution  P,  la  substitution  inverse  P~^ 
sera  toujours  semblable  à  P. 

Démonstration.  En  effet,  nommons  /Tordre  de  la  substitution  P.  On  aura 

P-'=P'-«; 

et,  comme  le  nombre  /—  i   sera  premier  à  /,  on  conclura  du  [f  îhéorème, 
que  P'~'  est  semblable  à  P. 

Corollaire.  Soit  maintenant  l  un  nombre  entier  quelconque.  L'inverse  de 
P',  c'est-à-dire  la  substitution  qui,  étant  multiphée  par  P^  donnera  pour  pro- 
duit Tunité,  sera  évidemment  P~^  Car,  si  Ton  nomme  /'  un  exposant  positif 
assujetti  à  vérifier  la  condition 

/'=^  —  /,     (mod.  /), 
on  aura  non-seulement 

P'  =  P-', 


mais  encore 


et,  par  suite, 


P'P'  _.  -^ui'  __  po  __  j 
P'P-^=  I. 


Donc,  en  vertu  du  9^  théorème  ,  on  pourra  énoncer  encore  la  proposition 
suivante: 

10^  Théorème.  P  étant  une  substitution  quelconque,  et  /  un  nombre  en- 
tier quelconque,  la  puissance  négative  P-^  de  P  sera  toujours  semblable  à  la 
puissance  positive  P^ 
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§  IX.  —   Des  substitutions  permutables  entre  elles. 

Soient 

P,  Q 

lieux  substitutions  formées  avec  les  n  variables 

X,  y,   z, 

Ces  deux  substitutions  P,  Q  seront  permutables  entre  elles  si  elles  vérifient 
l'équation  linéaire  et  symbolique 

(i)  QP  =  PQ. 

Donc,  la  substitution  P  étant  donnée,  ilsuffira,  pour  obtenir  une  substitution  Q 
permutable  avec  P,  de  résoudre  l'équation  (i).  Si,  d'ailleurs,  on  nomme  « 
le  nombre  des  formes  diverses  et  semblables  entre  elles  que  l'on  peut  faire 
prendre  à  la  substitution  P  en  l'exprimant  à  l'aide  de  ses  facteurs  circulaires  - 
(  t,  mettant  toutes  les  variables  en  évidence;  w  sera  précisément  le  nombre 
des  solutions  diverses  de  l'équation  (i),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le 
nombre  des  valeurs  diverses  de  la  substitution  Q.  Ajoutons  qu'en  vertu  des 
principes  établis  dans  le  §  IV,  on  devra,  pour  obtenir  Q,  écrire  au-dessus  de- 
là substitution  P  la  même  substitution  sous  une  seconde  forme  semblable  à  ia 
première  ,  puis  réduire  les  deux  formes  de  la  substitution  P  à  de  simples  ar- 
rangements en  supprimant  les  parenthèses  et  les  viqijules  placées  entre  les 
variables,  et  prendre  ces  arrangements  pour  les  deux  termes  de  la  substitu- 
tion cherchée  Q. 

D'autre  part,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  expliqué  page  171,  tout  ce  que 
Ton  pourra  faire  pour  modifier  la  forme  de  la  substitution  P,  ce  sera,  ou  de 
faire  passer  successivement  à  la  première  place,  dans  chaque  facteur  circu- 
laire, une  quelconque  des  lettres  comprises  dans  ce  facteur,  ou  d'échanger 
entre  eux  des  facteurs  circulaires  de  même  ordre.  Gela  posé,  comme  le  pro- 
duit de  plusieurs  facteurs  circulaires  de  même  ordre  est  ce  que  nous  appe- 
lons une  substitution  régulière^  il  arrivera  nécessairement  de  deux  choses 
l'une.  Ou  P  sera  une  substitution  régulière  équivalente  an  produit  t!c  plu- 
sieurs facteurs  circulaires  de  même  ordre  qui  tous  seront  échangés  circulai- 
rement  entre  eux  quand  on  passera  de  la  première  forme  de  P  à  la  seconde: 
ou,  du  moins,  P  sera  le  produit  de  plusieurs  substitutions  régulières,  dont 
chacune  remplira  la  condition  que  nous  venons  d'indiquer. 

Arrêtons-nous  d'abord  à  la  première  hypothèse,  et,  en  admettant  que  P  se 
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réduise  au  produit  de  //  faeteurs  circulaires  dont  chacun  soit  de  Tordre  a, 

nommons 

^,   S,    G^ 

ces  mêmes  facteurs  que  nous  supposerons  échangés  circolairement  entre  eux 
dans  l'ordre  indiqué  par  la  substitution 

(^,    S,    G,..  .)• 

Puisqu  d  suffira  d'opérer  cet  échange  pour  passer  de  la  première  forme  de  P 
à  la  seconde ,  il  est  clair  que,  dans  ce  passage ,  chacune  des  variables  qui  ap- 
partiennent au  facteur  Si  se  trouvera  remplacée  par  une  variable  correspon- 
dante qui  appartiendra  au  facteur  S,  puis  celle-ci  par  une  troisième  variable 
appartenant  au  facteur  S,  et  ainsi  de  suite.  Gela  posé,  soit  a  la  variable  qui 
occupait  la  première  place  dans  le  facteur  ^;  désignons  par  €,  7,.  .  .  les  va- 
riables correspondantes  tirées  des  facteurs  S,S,. .  .;  enfin  soit 

(a,   g,  7,.  .  .,     X,  fx,  Vy.  ..,     9,  X,  4/,.  ..) 

le  facteur  circulaire  qui  renferme  la  variable  a  dans  la  substitution  O.  T^a 
suite  des  variables 

(2)  a,   ê,  7,..-,     X,  p.,  V,...,     9,  /,   c|>,... 

pourra  être  évidemment  décomposée  en  plusieurs  autres  suites 

a,  €,  7,  •  •  -, 

X ,  p. ,  V , .  .  . , 

\  etc., 

formées  chacune  avec  des  variables  qui  se  succéderont  dans  l'ordre  indiqué 
par  la  substitution 

(.?l,   S,    G,...), 

en  sorte  que,  dans  chacune  des  lignes  horizontales  du  tableau  (3),  lepremiei- 
terme  représente  une  variable  tirée  du  facteur  ^,  le  second  une  variable 
tirée  du  facteur  S,  le  troisième  une  variable  tirée  du  facteur  G,  etc.  Or 
puisque  ,  dans  le  tableau  (3)  construit  comme  on  vient  de  le  dire,  le  nombre 
des  colonnes  verticales  sera  précisément  le  nombre  h  des  facteurs  circulaires 

r!^,    S,    G,..., 

27. 
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il  est  clair  que,  si  l'on  nomme  b  le  nombre  total  des  termes  renfermés  dans 
ce  même  tableau,  et  Q  le  nombre  des  suites  horizontales  qui  le  composent, 
on  aura 

(4)  b  =  Qh. 

Ajoutons  que  le  nombre  b  des  termes  compris  dans  le  tableau  (3)  sera  pré- 
cisément l'ordre  de  la  substitution  circulaire 

(a,  ê,  7,.  ..,     X,  //.,  V,.  ..,     9,  /,  if,.  ..). 
Soient  maintenant 

(5)  a',  g',   y',.-.,     X',  /j/,  v',..-,     <p',  x',  t]>',.  .. 
les  variables  qui ,  dans  les  facteurs  circulaires 

>^,  S,  s,. .  ., 

ou  plutôt  dans  les  cercles  indicateurs  correspondants,  suivent  immédiate- 
ment les  variables 

a,  g,  7,...,     X,  p.,  V,...,     9,  7^,  t]^,.  .    . 

Soient  pareillement 

(6)  a",  S",  7",...,     X",  ix'\  v",...,     cp",  x%  ^",.  .  . 

les  variables  qui,  dans  les  mêmes  cercles  indicateurs,  suivent  immédiate- 
ment les  variables 

a',  ê',  7', .  .  .,     X',   u.%  v', .  .  .,     cp',  y',  ^',.  .  .  , 

rtc .  .  .  .  Chacune  des  suites  (5) ,  (6) , .  . .  renfermera  ,  comme  la  suite  (4) . 
b  termes  différents ,  et  ces  termes  seront  encore  propres  à  représenter  les 
variables  qui  succéderont  les  unes  aux  autres ,  en  vertu  d'un  facteur  circu- 
laire de  la  substitution  Q.  Gela  posé ,  si  1  on  nomme 

t),  -(?,  ^, 

les  divers  facteurs  circulaires  de  Q ,  tous  ces  facteurs  seront  de  même  ordre, 
et  l'on  pourra  supposer 

i'O  =  [a,  g,  7,...,  X,  p.,  V,...,  ©,    /,    ->,...)' 

'Q  =  (a',  g',  7',...,  X',  /x',  v',..  .,  9',  x',  ^',--'), 

^^  =  (a",  g",  7",.  .  .,  X",  p/\  V",    .  .,  cp'\  x%  ^",.  .  .), 
etc. 


(lo) 

y,  7  ^  7  '  •  •  •  ' 

V,    V  , 

,    V   , 

etc.. 

..  On  aura  donc  encore 

a=(a,  <  a",.. 

-,     X, 

>■', 

X" 

(Il) 

\  6  =  i§,    g',    g",.. 

i  S  =  (7,  7',  7%,. 
V  etc. 

•5           '-^5 

v', 

y' 
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D'autre  part,  les  variables  qui  succéderont  les  unes  aux  autres,  en  vertu 
du  facteur  circulaire  ^  de  la  substitution  P,  seront  évidemment 

(8)  a,  a',  a",..-,     X,  X',  X",  .••,     ©^  <p'i  «p",- •  •  = 

Pareillement,  les  variables,  qui  succéderont  les  unes  aux  autres  dans  le  fac- 
teur s  de  la  substitution  P,  seront 

(9)  g,  ê',  ê", . .  . ,     IX,  ix\  ij!\  ....     X,  /;,  /", .... 

De  même  aussi  les  variables,  qui  succéderont  les  unes  aux  autres  dans  le  fac- 
teur S  de  la  substitution  P,  seront 


x^  x'^  x\ 

^,  ^',  v^ 


Observons  d'ailleurs  que,  si  l'on  nomme  k  le  nombre  des  facteurs  circulaires 

t),  '^,   ^,.  .  . 

de  la  substitution  Q,  les  diverses  variables  comprises  dans  la  substitution  -^ 
pourront  être  réparties  entre  les  k  suites  verticales  du  tableau 

/   a,  a',  a", .  .  . , 

X,  X',  X",..., 

\  etc., 

qui  renferme  ,  comme  le  tableau  (3),  0  lignes  horizontales.  Donc  Tordre  a  de 

la  substitution  ^«.,  représenté  par  le  nombre  total  des  termes  du  tableau  (12), 

sera 

(i3)  a=Qk. 

Remarquons  à  présent  que,  dans  Thypothèse  admise,  les  substitutions 
P,  Q,  toutes  deux  régulières,  seront  déterminées  par  les  formules 
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et  que  les  n  variables  données 

se  confondront  avec  les  variables  comprises  dans  les  seconds  membres  des 
formules  (7),  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  dans  les  seconds  membres  des  for- 
mules (f  i).  D'ailleurs  ces  mêmes  variables,  dont  le  nombre  n  se  trouvera 
représenté  par  chacun  des  produits  égaux 

ah,  bk,  Qhk, 

j)ourront  être  réparties  entre  les  divers  tableaux 


a,    E, 

7?- 

«',  S', 

l'y 

a",  g", 

7". 

etc., 

1,  ^, 

V,- 

y,  (X', 

v', . 

X",  p.", 

v'V 

etc., 

9^   X» 

^y 

9'.  x'. 

f^ 

9".  x". 

f. 

etc., 

etc., 

(,6) 


(17) 


dont  le  nombre  sera  6,  et  dont  chacun  renfermera  non-seulement  h  lignes 
verticales,  mais  encore  k  lignes  horizontales.  Gela  posé,  on  conclura  immé- 
diatement des  formules  (11),  que,  pour  obtenir,  dans  l'hypothèse  admise, 
1  un  quelconque  des  facteurs  circulaires 

^.,   S,   S,.  .  . 

de  la  substitution  P,  il  suffit  d'écrire  à  la  suite  les  unes  des  autres ,  en  les  pla- 
çant entre  deux  parenthèses  et  les  séparant  par  des  virgules ,  les  variables 
qui  appartiennent,  dans  les  tableaux  (i5),  (16),  (17),  etc.,  à  une  ligne  ver- 
ticale de  rang  déterminé.  On  conclura,  au  contraire,  des  formules  (7),  que, 
pour  obtenir  l'un  quelconque  des  facteurs  circulaires 
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de  la  substitution  Q,  il  suffit  d  écrire  à  la  suite  les  unes  des  autres,  en  les 
plaçant  entre  deux  parenthèses  et  les  séparant  par  des  virgules,  les  variables 
qui  appartiennent,   dans  les  tableaux   (i5),  (i6),  (17),  etc.,  à  une  ligne 
horizontale  de  rang  déterminé. 

Remarquons  encore  que,  le  nombre  des  lignes  horizontales  ou  verticales 
comprises  dans  chacun  des  tableaux  (i5),  (16),  (17),  etc.,  étant  désigné,  pour 
les  lignes  horizontales,  par  la  lettre  yf,  et,  pour  les  lignes  verticales,  par  la 
lettre  h,  on  tirera  immédiatement  des  formules  (7) 

iXD^  =(a,  X,  9,  ...)  (g,  iM  X'  •••)  (7'  ^'  ^'  ...)•••. 
^'  =  (a',  X',  9', .  . .)  (g',  fx',  X', . . .)  (y,  V',  f  ,...)•• ., 
^''  =  {a\  X",  9%.  .  .)  (g",  ix'\  X",.  . .)  (7",  V",  f ,.  ..)•••, 
etc., 

et  des  formules  (i  i) 

^*=(a,  X,  <p,...)  (a',  X',  9',...)  (a",  X",  f,...)..., 

.  ,     ,  S'  =  (€,  f^,  X,. • .)  (g',  /^',  /:,• .  •)  (ê",  f^%  X",- •  •). • ., 

119;  \    gA  ^  ^.^^    ^^    ^^_  ,  ,)    (y^    ,y^    ^.^.  .  .)    (y.^    ^.^    ^^^^.  .  .).  .  .^ 

etc. 
D  autre  part,  les  équations  (i4)  donneront 

fao)  ?*=  ^*S^5\.  .,      Q''^:  iO'^i?''xS)' 

Donc,  eu  égard  aux  formules  (18),  (19),  chacune  des  substitutions  P*,  Q''  sera 
équivalente  au  produit  de  tous  les  facteurs  circulaires  que  renferme  le  tableau 

/  (a,    X,  çj,  ..,),  (ê,  [J-.    X'  •••).  (7'    V'    1^,  .•.). 

Ka',   X',  î^',...),  (S',  PA   X'.--0,  (/.   '^S  f.   •••), 

I  (a",  À",  9",. .  .),  (ê",  p.",  x".  ■  •  0.  (7"^  '-'"^  f'.  •  •  •), 
etc. 

Donc,  si  l'on  nomme  t)  le  produit  de  tous  ces  facteurs  circulaires,  on  aura 
simultanément 

(22)  p'^e,   Q^=e, 

et,  par  suite, 

(23)  P*==Q^ 


(  ^i6  ) 
De  plus,  Q  étant  précisément  le  nombre  des  variables  comprises  dans 
chaque  ligne  verticale  du  tableau  (3),  la  valeur  commune  0  de  P''  et  de  Q^ 
sera  évidemment  une  substitution  ré{}ulière  de  l'ordre  Q\  et,  d'ailleurs,  à  la 
seule  inspection  du  tableau  (ai),  on  reconnaîtra  immédiatement  que,  pour 
obtenir  Tun  quelconque  des  facteurs  circulaires  de  la  substitution  0 ,  il 
suffit  d'écrire  à  la  suite  les  unes  des  autres,  en  les  renfermant  entre  deux  pa- 
renthèses et  en  les  séparant  par  des  virgules ,  les  variables  semblablement 
placées  dans  les  tableaux  (i5),  (i6),  (17),  etc. 

Remarquons  enfin  qn'en  vertu  des  formules  (i  i),  un  facteur  quelconque  de  P, 
le  facteur  ^  par  exemple,  renfermera  une  ou  plusieurs  des  variables  com- 
prises dans  chacun  des  facteurs  circulaires  de  Q,  et  que,  réciproquement,  en 
vertu  des  formules  (7),  un  facteur  quelconque  de  Q,  le  facteur  10  par  exemple, 
renfermera  une  ou  plusieurs  variables  comprises  dans  chacun  des  facteurs 
circulaires  de  P.  Il  est  aisé  d'en  conclure  que,  dans  l'hypothèse  admise  ,  on 
ne  pourra  décomposer  les  deux  substitutions  P,  Q ,  toutes  deux  régulières  et 
permutables  entre  elles,  en  facteurs  qui  soient  distincts  de  ces  substitutions 
elles-mêmes,  et  qui,  comparés  deux  à  deux,  restent  permutables  entre  eux. 
En  effet,  pour  qu'une  telle  décomposition  fût  possible,  il  faudrait  qu'avec 
une  partie  des  variables  données  œ,  j,  z,.  .  . ,  on  pût  former  deux  substitu- 
tions ^,  ^,  permutables  entre  elles ,  qui  eussent  respectivement  pour  facteurs 
circulaires ,  la  première  un  ou  plusieurs  des  facteurs  ^,  §,  S, .  .  . ,  la  seconde 
un  ou  plusieurs  des  facteurs  ©,  '^,  ^Ç", ....  Or,  cette  dernière  supposition  devra 
être  évidemment  rejetée;  car,  d'après  la  remarque  énoncée,  la  substitution  (£ 
ne  pourra  renfermer  un  seul  des  facteurs  <îR,  S,  îB, .  .  .  sans  renfermer  une  ou 
plusieurs  des  variables  comprises  dans  chacun  des  facteurs  t),  t?,  ^, .  .  .;  et, 
si  cette  condition  était  remplie,  la  substitution  ^deviendrait  nécessairement 
équivalente  au  produit  de  tous  les  facteurs  O,  'Q,  \^, .  .  ..  Donc  alors  ^et  a' 
renfermeraient  toutes  les  variables  données ,  et  non  plus  seulement  une  partie 
de  ces  variables. 

Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé,  d'une  part,  que  P  était  une  substi- 
tution régulière,  c'est-à-dire  équivalente  à  un  produit  de  facteurs  circulaires 
de  même  ordre  ;  d'autre  part,  que  ces  facteurs  circulaires  étaient  tous  échangés 
circulairement  entre  eux  quand  on  passait  d'une  première  forme  de  P  à  une 
seconde  forme  distincte  de  la  première,  afin  d'obtenir,  par  la  comparaison 
de  ces  deux  formes,  une  substitution  Q  permutable  avec  la  substitu- 
tion P. 

Dans  le  cas  général  où  la  lettre  P  désigne  une  substitution  quelconque, 
cette  substitution  régulière  ou  irrégulière  peut  du  moins  être  considérée 
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comme  le  produit  de  plusieurs  substitutions  régulières 

dont  chacune  remplit  la  condition  que  nous  venons  d  indiquei*.  Alors  on  a 

et  aux  substitutions  régulières 

qui  représentent  divers  facteurs  de  P,  correspondent  des  fadeurs  de  O  re- 
présentés eux-mêmes  par  d'autres  substitutions  régulières 

de  sorte  qu'on  a  encore 

(>5)  Q=tlt>t,r  '  -^ 

le  facteur  ^  étant  permutable  avec  le  facteur  «f,  le  facteur  ^,  avec  le  fac- 
teur T  ,  et  ainsi  de  suite.  Lorsque  les  facteurs  ^S^  (P^  tg»^^ ...  se  réduisent  à  un 
seul  facteur  ^,  les  facteurs  ^,  '^^,  :^, , .  .  .  se  réduisent  aussi  à  un  seul  fac- 
teur ^,  et  l'on  se  trouve  ramené  au  cas  particulier  que  nous  avons  examiné 
ci-dessus.  Mais  ce  cas  particulier  est  le  seul  cas  où  les  substitutions  P,  Q 
soient  permutables  entie  elles  sans  pouvoir  être  décomposées  en  facteurs 
plus  simples  qui ,  comparés  deux  à  deux  ,  restent  permutables  entre  eux.  Cebi 
posé,  il  résulte  des  principes  établis  dans  ce  paragraphe,  qu'on  peut  énoncer 
les  propositions  suivantes  : 

i*'^  Théorème.  Soient  P,  Q  deux  substitutions  permutables  entre  elles,  mais 
que  Ton  ne  puisse  décomposer  en  facteurs  plus  simples  qui ,  comparés  deux 
à  deux,  restent  permutables  entie  eux.  Ces  substitutions  seront  toutes  deux 
régulières  et  de  la  forme  de  celles  qu'on  obtient  dans  le  cas  où,  avec  plusieurs 
systèmes  de  variables,  on  construit  divers  tableaux  qui  renferment  lotis  un 
même  nombre  de  termes  compris  dans  un  même  nombie  de  lignes  horizon- 
tales et  verticales ,  et  où ,  après  avoir  placé  ces  tableaux  à  la  suite  les  uns  des 
autres  dans  un  certain  ordre,  on  multiplie  entre  eux,  d'une  part ,  les  facteurs 
circulaires  dont  l'un  quelconque  offre  la  série  des  variables  qui,  dans  les 
divers  tableaux,  appartiennent  à  une  ligne  horizontale  de  rang  déterminé; 
d'autre  part,  les  facteurs  circulaires  dont  l'un  quelconque  offre  la  série  des 
variables  qui,  dans  les  divers  tableaux,  appartiennent  à  une  ligne  verticale 
de  rang  déterminé.  Ajoutons  que,  daus  l'hypothèse  admise,  les  deux  substi- 

i:x.  (lAn.  ride  Ph.  math.,  T.    111.   ;,-|«   livr,)  28 
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tiitions  régulières  P,  Q  satisfont  à  l'équation  de  condition 

P*  =  Q\ 

h  étant  le  nombre  des  facteurs  circulaires  de  la  substitution  P,  et  A'  le  nombre 
des  facteurs  circulaires  de  la  substitution  Q. 

Corollaire  i^^.  Concevons  qu'en  faisant  usage  des  notations  précédemment 
adoptées ,  on  nomme 

n  le  nombre  des  variables  comprises  dans  chacune  des  substitutions  P,  Q; 

a  l'ordre  de  la  substitution  régulière  P; 

b  l'ordre  de  la  substitution  régulière  Q  ; 

d  le  nombre  des  tableaux  mentionnés  dans  le  i^""  théorème. 
Les  nombres  a,  b,  n  seront  liés  aux  nombres  h,  k,  $  par  les  formules 

(26)  a  =  6k,     b  =  eh,     n  =  Qhk, 

et  Tordre  de  la  substitution  P*  —  Q^  sera  précisément  le  nombre  S  déterminé 
par  la  formule 


5 

a 

~  1,~ 

dek 

iquelle 

on 

tire  encore 

(28) 

Q 

Corollaire  1^.  Pour  montrer  une  application  du  i®"^  théorème,  supposons 
qu'avec  les  variables 

X,  y^  Zj  Uy  V,  ou,  s,  t, 
on  construise  les  deux  tableaux 


(29) 
et 

(3o) 


^^  Il 

z,  u, 


\    s,   t. 


Le  facteur  circulaire  qui  présentera ,  écrites  à  la  suite  l'une  de  l'autre ,  les 
quatre  premières  lignes  verticales  des  deux  tableaux ,  sera 

{pC,    Z,    K>,    &); 
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et  le  facteur  circulaire  semblablement  formé  avec  les  quatre  variables  com- 
prises dams  les  secondes  lignes  verticales  des  deux  tableaux  sera 

(j,  w,  w,   t). 

Au  contraire,  le  facteur  circulaire  qui  présentera,  écrites  à  la  suite  l'une  de 
l'autre,  les  quatre  variables  comprises  dans  les  premières  lignes  horizontales 
des  deux  tableaux,  sera 

et  le  facteur  circulaire  semblablement  formé  avec  les  quatre  variables  com- 
prises dans  les  secondes  lignes  horizontales  des  deux  tableaux  sera 

(z,  «,  s^   t). 

Cela  posé  ,  il  résulte  du  i^""  théorème  que,  si  Ton  prend 

(3l)  P    ={3C,    Z,    V,    s)    {j,    II,    w,    t), 

et 

ria)  Q  ={x,  J,  i',cu)  [z.    II,   s,    t), 

P,  Q  seront  deux  substitutions  permutables  entre  elles,  c'est-à-dire  deux  sub- 
stitutions qui  vérifieront  la  formule 

PQ  -  QP, 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  la  formule 

PrrzQPQ-'. 

Effectivement,  il  suit  d'une  règle  précédemment  énoncée  (  page  i  78),  que  , 
pour  obtenir  le  produit 

QPQ-', 

il  suffit  d'exprimer  la  substitution  P  à  l'aide  de  ses  facteurs  circulaires,  puis 
d'effectuer  dans  P  les  déplacements  de  variables  indiqués  par  la  substitu- 
tion Q,  en  opérant  comme  si  P  représentait  un  simple  arrangement.  Or,  en 
écrivant,  à  la  place  de  la  substitution 

P  =  (X,    Zj    \>,    s)    {j,    II,    w,    t), 

28. 
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rarran^jemeut 

et  en  appliquant  à  cet  arrangement  la  substitution 

Q  =  {^7  J,    Vy    W')    (Z,    U,    S,    t), 

on  trouverait 

(^k  =  juwtvsxz. 

Donc,  en  vertu  de  la  règle  que  nous  venons  de  rappeler,  on  aura 

QPQ-'  =  (j,  u,  w,  t)  {v,  .9,  œ,  z), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

QPQ-'  —  {pc,  z,  V,  s)  (j,  u,  w,  t)  =  V. 

Ajoutons  que ,  dans  le  cas  présent,  2  étant  tout  à  la  fois  le  nombre  des  fac- 
teurs circulaires  de  P  et  le  nombre  des  facteurs  circulaires  deQ,  on  aura 

k  =  k=  1. 

Donc  le  i*"^  théorème  donnera  encore 

Enfin  la  valeur  commune  des  deux  substitutions  P^,  Q^  devra  être ,  confor- 
mément sL  une  remarque  précédemment  faite,  le  produit  des  quatre  facteurs 
circulaires  du  second  ordre 

(33)  I   '"'  "''     '^'  '"'' 

(    (z,     s),      {u,    t), 

dont  chacun  est  formé  avec  deux  variables  qui  occupent  la  même  place  dans 
les  tableaux  (29)  et  (3o).  Effectivement  on  tirera  des  formules  (3i)  et  (82) 

F=rQ^  =  (x,^.)  (j,.v)  {z,s)  {u,t). 

Corollaire  3*^.  Si  les  divers  tableaux  formés  avec  les  ?i  variables  que  renfer- 
ment les  substitutions  P,  Q  se  réduisent  à  un  seul,  alors  P,  Q  seront  deux  sub- 
stitutions régulières  du  genre  de  celles  dont  nous  nous  sommes  déjà  occupés 
dans  le  §  Vlï  (page  iqS),  et  dont  les  propriétés  deviennent  évidentes  quand 
on  représente  les  variables  qu'elles  renferment  à  l'aide  de  deux  espèces  d'in- 
dices appliqués  à  une  seule  lettre.  Alors  aussi  l'équation 

0  =  1 


f^fitraiiieia  les  formules 

k  =  a,     k  =  b, 

pA  ^  Q/'  =  I . 

Supposons,  poiif  fixer  les  idées,  qu'avec  les  six  variables 

Xj  j",   z,    u,    i^,    (V, 

on  construise  le  lableau 

(  ^,  r,  ^7 

(34) 

{     U,    t>,    ÎV. 

Alors ,  en  prenant  pour  P  une  substitution  dont  chaque  facteur  circulaire 
renferme  les  deux  variables  comprises  dans  une  même  lif>ne  verticale  du 
tableau  (34),  on  trouvera 

(35)  P  =  (X,  u)  (  j,  v)  (z,  w). 

Au  contraire,  en  prenant  pour  Q  une  substitution  dont  chaque  facteur  cir- 
culaire présente,  écrites  à  la  suite  l'une  de  l'autre,  les  trois  variables  com- 
prises dans  une  même  lipjUe  horizontale  du  tableau  (34),  on  trouvera 

(36)  Q  =  (x,  j,  z)  {u,  V,  w). 

Or,  les  substitutions  P,  Q,  déterminées  par  les  formules  (35),  (36),  seront  cer- 
tainement permutables  entre  elles;  car  elles  se  réduiront  au  cube  et  au  carré 
de  la  substitution  du  sixième  ordre 

(X,  ÎV,  jr,  M,  z,   v). 

De  plus,  le  nombre  k  se  confondant  avec  Tordre  «  =  2  de  la  substitution  P, 
et  le  nombre  h  avec  l'ordre  Z»  =  3  de  la  substitution  Q,  l'équation  (^3)  don- 
nera 

P2  =  Q3=  ,. 

Corollaire  4"-  Si  la  substitution  P  se  réduit  à  un  seul  facteur  circulaire , 
alors,  tout  ce  que  Ton  pourra  faire  pour  modifier  la  forme  de  P,  ce  sera  de 
faire  passer  successivement  à  la  première  place  l'une  quelconque  des  varia- 
bles écrites  à  la  suite  l'une  de  l'autre  dans  ce  même  facteur.  Cela  posé,  les 
deux  arranfifements  auxquels  se  réduiront  les  deux  formes  assignées  à  P  quand 
on  supprimera  les  parenthèses  et  les  virgules  placées  entre  les  variables,  re- 
présenteront évidemment  les  deux  termes  d'une  substitution  qui  sera  une 
puissance  de  P.  Donc  la  substitution  Q  se  confondra  nécessairement  avec 
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Fune  de  ces  puissances.  Alors  aussi  le  tableau  unique,  construit  avec  les 
diverses  variables,  ne  renfermera  plus  qu'une  seule  ligne  verticale. 

1^  Théorème.  Soient  P,  Q  deux  substitutions  permutables  entre  elles  et 
Formées  avec  les  n  variables 

X,  y,   z,.... 

Si  ces  deux  substitutions  ne  sont  pas  de  la  forme  indiquée  dans  le  i^^'théo 
rème,  elles  pourront,  du  moins,  être  décomposées  en  facteurs  corres- 
pondants 

^5      X,,»      X^,/>  •   •    •? 

qui,  pris  deux  à  deux,  seront  de  cette  forme  et,  par  conséquent,  permu- 
tables entre  eux. 

Corollaire  i*"^.  Soit  w  le  nombre  des  formes  diverses  et  semblables  entre 
elles  que  l'on  peut  donner  à  la  substitution  P  en  l'exprimant  à  l'aide  de  ses 
facteurs  circulaires,  et  mettant  toutes  les  variables  en  évidence,  co  sera  pré- 
cisément le  nombre  des  solutions  diverses  de  l'équation  symbolique  et  linéaire 

QP  =  PQ, 

résolut;  par  rapport  à  Q  {voir  le  §  IV,  page  1 76)  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
w  sera  le  nombre  des  substitutions  permutables  avec  P,  qui  pourront  être 
formées  avec  les  n  variables  x^  y^  z^.  . . .  D'ailleurs,  comme  nous  l'avons 
déjà  remarqué,  il  suffira,  pour  obtenir  une  valeur  de  Q,  d'écrire,  au-dessus 
de  la  substitution  P  exprimée  à  l'aide  de  ses  facteurs  circulaires  ,  la  même 
substitution  sous  une  seconde  forme  semblable  à  la  première,  puis  de  prendre 
pour  termes  de  la  substitution  Q  les  deux  arrangements  auxquels  se  réduiront 
les  deux  formes  de  P  quand  on  supprimera,  dans  ces  deux  formes,  les  p;i- 
renthèses  et  les  virgules  placées  entre  les  diverses  variables.  Enfin,  il  peut 
arriver  que  la  substitution  P  renferme  des  variables  immobiles  qui  dispa- 
raissent quand  on  la  réduit  à  sa  plus  simple  expression;  et  il  est  clair  que  , 
dans  le  passage  d'une  première  forme  de  P  à  une  seconde,  on  pourra  échan- 
ger entre  eux  arbitrairement  les  facteurs  circulaires  du  premier  ordre  formés 
avec  ces  variables  immobiles.  11  en  résulte  que  les  variables  immobiles  de  P 
peuvent,  dans  la  substitution  Q,  composer  des  facteurs  circulaires  quelcon- 
ques. Donc,  pour  obtenir  les  diverses  valeurs  de  Q,  il  suffira  toujours  de 
multiplier  les  diverses  substitutions  formées  avec  les  variables  immobiles 
de  P,  par  les  diverses  valeurs  de  Q  que  l'on  obtiendrait  en  laissant  de  côté 
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ces  mêmes  variables  et  en  supposant  la  valeur  de  P  réduite  à  sa  plus  simple 
expression. 

Corollaire  2°.  Pour  montrer  une  application  des  principes  établis  dans  le 
précédent  corollaire,  supposons  que,  les  variables  données 

X,  jr,  ^5  u,  V,  tv,  s,  t 

étant  au  nombre  de  huit,  la  substitution  P,  réduite  à  sa  plus  simple  expres- 
sion ,  renferme  seulement  les  six  variables 

or,  j^  2,   II,   v^  w, 

et  soit  déterminée  par  la  formule 

(35)  P  =  (a.,  «)  (  J,  ^)  {z,w). 

La  même  substitution,  quand  toutes  les  variables  seront  mises  en  évidence, 
pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(37)  V  =  {x,u)  {f,^>)  {z,w)  (s)  (t). 

1)  ailleurs,  si  on  laisse  de  côté  les  deux  variables  immobiles  s,  t,  le  nombre 
des  formes,  semblables  entre  elles  ,  sous  lesquelles  on  pourra  présenter  la  va- 
leur de  P  fournie  par  lequation  (35),  sera  exprimé  [voir]a  formule  (2)  de  la 
pa^e  172]  par  le  produit 

1.2.3.2^  =  48. 

Donc ,  avec  les  six  variables 

Xf    J,     2,      Uy     V,     w>, 

on  pourra  former  48  valeurs  diverses  de  Q,  c'est-à-dire  48  substitutions  dont 
chacune  sera  permutable  avec  la  substitution  P.  Au  contraire,  si  l'on  fait 
entrer  en  ligne  de  compte  les  deux  variables  i-  et  ^,  le  nombre  des  formes, 
semblables  entre  elles,  sous  lesquelles  on  pourra  présenter  la  valeur  de  P' 
fournie  par  l'équation  (37) ,  sera 

(1.2)  (1.2.3.2^)  =  2.48  =  96. 

Donc,  avec  les  huit  variables 

Xj  jr,  z,  «,  V,  w,  s,  t, 

on  pourra  former  2X48,  ou  96  valeurs  diverses  de  Q,  c'est-à-dire  96  sub- 
stitutions dont  chacune  sera  permutable  avec  la  substitution  P.  Il  y  a  plus  : 
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pour  oblenir  les  96  valeurs  de  Q  que  Ton  peut  foimer  avee  les  huit  variables 

oc,  J^    Z,    M,     (',    tV,    S,    f , 

il  suffira  de  multiplier  les  48  valeurs  de  Q,  formées  avec  les  six  variables 

.r,   y,  z,   II,   i>,  w^ 
par  les  deux  substitutions 

1      et     {s,  t), 

qui  peuvent  être  formées  avec  les  variables  immobiles  dcP;  et,  a  chacune 
des  valeurs  que  1  on  pourra  obtenir  par  la  substitution  Q,  en  laissant  de  côté 
les  deux  variables  s,  t,  correspondra  une  seconde  valeur  qui  sera  le  produit 
delà  première  par  le  facteur  circulaire  {s,  t).  Ainsi,  par  exemple,  à  la  valeur 
de  Q  déterminée  par  léqnation  (36),  c'est-à-dire  par  la  formule 

Q  =  [x,  j,   z)  {u,   V,  w) , 

cories|)ondra  une  .seconde  valeur  de  Q  déterminée  pai'  la  fornjidc 

Q  =  (-^'^  j^  ")  («;  '^  "')  {s-,  t), 

et  permutable,  comme  la  première,  avec  la  substitution  W 

Avant  de  terminer  ce  paragraphe,  nous  allons  encore  établir,  à  l'égard 
des  substitutions  permutables  entre  elles,  quelques  propositions  qui  parais- 
sent dignes  d'être  remarquées. 
'X  llipoième.  r)(''sjonons  j)ai' 

Q,  R,  8,... 

diverses  substitutions  dont  chacune  soit  peiniutable  avec  une  substitution 
donnée  P.  I^e  produit  de  deux  ou  de  plusieurs  des  substitutions  Q ,  R ,  S, .  .  . 
multipliées  l'une  par  l'autre  dans  un  ordre  quelconque,  sera  encore  permu- 
table avec  la  substitution  P. 

Dcinonstration.   Rn  effet ,  lorsque  chacun(>  des  substitutions 

Q,  H,  8,... 
sera  permutable  avec  P,  on  aura 

(38;^  QP=:PQ,        RPr=:Pn,        SP  =   PS,  .   .  .  , 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(39)  Q=--PQP-',         lir^PRP',        S:rz:   PSP"',.... 
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Or,  on  tirera  immédiatement  des  équations  (Sg) 

(40)  QR  =  PQRP-',    QRS  =  PQRSP-S . . . , 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(4 1 )  QRP  =  PQR ,     QRSP  =  PQRS, ...  ; 

et  il  résulte  immédiatement  des  formules  (4i),  que  chacun  des  produits 

QR,     QRS,..., 

formés  parla  multiplication  de  deux  ou  de  plusieurs  des  substitutions 

Q,   R,  S,..., 

est  permutable  avec  la  substitution  P. 

Corollaire.  Désignons  toujours  par  n  le  nombre  des  variables 

.r,  jr,  z, .  •  • 

comprises  dans  la  substitution  P,  et  par  w  le  nombre  des  formes,  semblables 
entre  elles,  que  peut  prendre  P  exprimé  à  Taide  de  ces  variables.  «  sera  le 
nombre  total  des  substitutions  permutables  avec  P  qui  pourront  être  formées 
avec  les  n  variables  x,  j-,  2, .  .  . .  Soient 

(42)  1,  Q,,  Q2,...,  Q^-i 

ces  mêmes  substitutions,  dont  Tune  se  réduira  toujours  à  l'unité.  En  vertu 
du  3^  théorème,  les  dérivées  des  substitutions 

Qn  Q.,-..,  Q..-. 

seront  toutes  permutables  avec  P.  Donc  ces  dérivées  seront  toutes  comprises 
dans  la  série  (42!,  et  cette  série  offrira  un  système  de  substitutions  conju- 
guées. On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 

If  Théorème.  Une  substitution  quelconque  P  étant  formée  avec  les  n  va- 
riables oc ,  r,  2 , . .  . ,  les  diverses  substitutions  formées  avec  les  mêmes 
variables  ,  et  permutables  avec  P  ,  offriront  un  système  de  substitutions 
conjuguées. 

Exemple.  Soit 

(43)  P  =  ix,  j)  [z,  II). 

Le  nombre  des  formes,  semblables  entre  elles,  que  pourra  prendre  la  sub- 

Ex.  dAn.  et  de  Ph    math.,  T.  TH.   (51^  livr.)  29 


{    226    ) 

stitution  P  exprimée  à  l'aide  des  quatre  variables  jc,  J,z,  u,  sera 

Donc  ces  mêmes  variables  pourront  former  huit  substitutions  permutables 
avec  P.  D'ailleurs,  pour  obtenir  ces  huit  substitutions,  il  suffira  de  comparer 
à  la  forme  sous  laquelle  P  se  présente  dans  la  formule  (43),  les  huit  formes, 
semblables  entre  elles,  que  peut  acquérir  P  exprimé  à  l'aide  des  variables 

^,  f,  z,  u.  Ces  huit  formes,  savoir, 

(3c,j){z,u\     [j,x){z,u),     {œ,j){ii,z),     (j,^)(«,  2), 
(z,  u)  (œ,j),     {z,    n)  (j,.r),     (u,  z)  (x,j),     {u,    z)  {j,œ), 

se  réduiront ,  si  l'on  supprime  les  virf^ules  et  les  parenthèses,  aux  huit  arran- 

■Ijements 

JCJZUy      JJCZU,       JCJUZ,      jxuz, 

zuxj,     zujœ,     uzxj,     uzjœ. 

Donc,  en  vertu  de  la  règle  énoncée  à  la  page  177,  les  huit  substitutions  per- 
mutables avec  P  seront  les  suivantes  : 


(xyzuX  frxzuX  ixyaz\  /j.r«2\ 

\xyzul^  \xyzuj''  \xy  zu)  ^  \xyzu  ) 

/zu,ry\ 
\xrzuj 


y\  izuyx\  iuzxy\  /uzyx\ 

u)'  \xyzu)'  \xyzuj'  Vyziij' 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  les  suivantes: 

^  («^'r).  {^,  «),        (■^,.r)  [z,  II), 

(x,z)  (j,u),     (jc,  z,  j,  u),     [œ,  u,  j,  z),     {x,u)  f  j,  z). 

Or,  il  est  aisé  de  s'assurer  que,  si  Ton  multiplie  ces  huit  substitutions  par 
Tune  quelconque  d'entre  elles,  les  huit  produits  ainsi  obtenus  se  confondront 
avec  ces  mêmes  substitutions ,  rangées  seulement  dans  un  nouvel  ordre.  Donc 
le  système  des  huit  substitutions  permutables  avec  P  sera,  conformément  au 
4*^  théorème,  un  système  de  substitutions  conjuguées. 

§X.    —  Sur  les  systèmes  de  substitutions  permutables  entre  eux. 

Considérons  n  variables 

oc,  j,  z,..., 

et  formons  avec  ces  variables  deux  systèmes  de  substitutions  conjuguées, 
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l'un  de  Tordre  n,  l'antre  de  l'ordre  b.  Représentons  d'aillenrs  par 

(i)  I,  Pn  P2,...,  P«-* 

les  substitutions  dont  se  compose  le  premier  système,  et  par 

(2)  I,    Q,,    Qa,.-.,    Q.b-^ 

celles  dont  se  compose  le  second  système.  Nous  dirons  que  les  deux  systèmes 
sont  peimutables  entre  eux,  si  tout  produit  de  la  forme 

P/.Qa 

est  en  même  temps  de  la  forme 

QaP/.. 
Il  pourra  d'ailleurs  arriver,  ou  que  les  indices  h  et  k  restent  invariables  dans 
le  passage  de  la  première  forme  à  la  seconde,  en  sorte  quon  ait 

p.Qa^QaPa; 

ou  que  les  indicée  h  et  k  varient  dans  ce  passage,  en  sorte  qu'on  ait 

P/.Qa  =  Qa'Pa', 
h\  k'  étant  de  nouveaux  indices,  liés  d'une  certaine  manière  aux  nombres 
h  et  A-.  Dans  le  premier  cas,  Tune  quelconque  des  substitutions  (i)  sera  per- 
mutable avec  l'une  quelconque  des  substitutions  (2).  Dans  le  second  cas,  au 
contraire,  deux  substitutions  de  la  forme  P^,  Q/^,  cesseront  d'être  générale- 
ment permutables  entre  elles,  quoique  le  système  des  substitutions  de  la 
forme  P^  soit  permutable  avec  le  système  des  substitutions  de  la  forme  Q/,. 

Supposons  maintenant  que,  les  systèmes  (i)  et  (2)  étant  permutables  entre 
eux,  on  nomme  S  une  dérivée  quelconque  des  substitutions  comprises  dans 
les  deux  systèmes.  Cette  dérivée  S  sera  le  produit  de  facteurs  dont  chacun 
sera  de  la  forme  P/,  ou  Q;,,  et  l'on  pourra  sans  altérer  ce  produit  :  i*^  échan- 
ger entre  eux  deux  facteurs  dont  l'un  serait  de  la  forme  P/„  l'autre  de  la 
forme  Q^,  pourvu  que  l'on  modifie  convenablement  les  valeurs  des  indices  h 
et  A;  2*^  réduire  deux  facteurs  consécutifs  de  la  forme  P/,  à  un  seul  facteur 
de  cette  forme;  3°  réduire  deux  facteurs  consécutifs  de  la  forme  Q/^  à  un  seul 
facteur  de  cette  forme.  Or  il  est  clair  qu'à  Faide  de  tels  échanges,  et  de  telles 
réductions ,  on  pourra  toujours  réduire  définitivement  la  substitution  S  à 
l'une  quelconque  des  deux  formes 

P/,Qa,     QaP/,- 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

29. 
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i^*"  Théorème.   Soient 

(i)  i,  P„  P,,...,  P,_„ 

et 

deux  systèmes  de  substitutions  eonjuguées,  permutables  entre  eux,  le  pre- 
mier de  l'ordre  a,  le  second  de  l'ordre  b.  Toute  substitution  S,  dérivée  des 
substitutions  (i)  et (2),  pourra  étie  réduite  à  chacune  des  formes 

P/.Qa,     QaP.. 

Corollaire.   Coneivons  maintenant  que  l'on  construise  les  deux  tableaux 

I,  P^,  P2,.    -,  Pa-O 

Qo     Q,Pn     Q,P.,    •,     QJVn 

W  {    Q2,        Q.Pn        Q.P2,...,         Q^Pa-,, 


(4) 

(    Q.-0    P.Q6-n    P2Q._n.-.,    P.^,Q.-H. 

Deux  termes  pris  au  hasard,  non-seulement  dans  une  menu;  li^jue  horizon- 
tale, mais  encore  dans  deux  lignes  horizontales  différentes  du  tableau  (3), 
seront  nécessairement  distincts  lun  de  l'autre,  si  les  séries  (i)  et  (2)  n'offrent 
pas  de  termes  communs  autres  que  l'unité.  Car,  si  en  nommant  //,  h'  deux 
entiers  inférieurs  à  «,  et  k.,k'  deux  entiers  inférieurs  à  (6,  on  avait,  par 
exemple , 

(5)  Q,P;,=  Q,.P,, 

sans  avoir  à  la  lois 

h'  z=h     et     k'  :=  k, 

l'équation  (5)  entraînerait  la  formule 

QrQA^p.'Pr, 


Q.-., 

„    Q.-.Pr 

,  Q.-^P2,.. 

.,  Q.-.P«-.; 

f  , 

Pn 

P^,.-, 

P.-,, 

Qn 

P,Q. 

P^Qn... 

,         P«-.Qn 

Q2, 

y\Q.. 

P,Q„... 

,     P.-,Q. 
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eu  vertu  de  laquelle  les  deux  séries  offriraient  un  terme  commun  qui  serait 
distinct  de  l'unité.  Donc,  dans  Thypothèse  admise,  les  divers  termes  du 
tableau  (3),  qui  offrira  toutes  les  valeurs  possibles  du  produit 

seront  distincts  les  uns  des  autres,  et,  par  suite,  les  dérivées  distinctes  des 
substitutions  (i)  et  (2)  se  réduiront  aux  termes  de  ce  tableau.  Donc  le  sys- 
tème de  substitutions  conjuguées,  formé  par  ces  dérivées,  sera  d'un  ordre 
représenté  par  le  nombre  des  termes  du  tableau  (3),  c'est-à-dire  par  le  pro- 
duit ah.  On  pourra  d'ailleurs  évidemment  remplacer  le  tableau  (3)  par  le 
tableau  (4);  et,  par  consécjuent,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

■2^  Théorème.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  i*", 
les  dérivées  des  substitutions  (i)  et  (2)  formeront  nn  nouveau  système  de- 
substitutions  qui  seront  toutes  comprises  dans  le  tableau  (3),  ainsi  que  dans 
le  tableau  (4);  et  l'ordre  de  ce  système  sera  le  produit  ab  des  ordres  a,  b  des 
systèmes  (i)  et  (2),  si  ces  derniers  systèmes  n'offrent  pas  de  termes  communs 
autres  que  l'unité. 

On  peut  encore  démontrer  facilement  la  proposition  suivante,  qui  peut 
être  considérée  comme  réciproque  du  second  théorème  : 

3*"  Théorème.  Soient 

(0  I,  ï\,    P2,..-,   P«-., 

deux  systèmes  de  substitutions  conjuguées,  le  premier  de  l'ordre  rt,  le  se- 
cond de  l'ordre  /?,  qui  n'offrent  pas  de  termes  communs  autres  que  l'unité. 
Si  les  dérivées  de  ces  deux  systèmes  forment  un  nouveau  système  de  substi- 
tutions conjuguées,  dont  l'ordre  se  réduise  au  produit  nh,  toutes  ces  dérivées 
seront  comprises  dans  chacun  des  tableaux  (3)  et  f4\  <^t,  })ar  conséquent,  les 
systèmes  (i)  et  (2)  seront  permutables  entre  eux. 

Démonstration.  En  effet,  dans  l'hypothèse  admise,  chacun  des  ta- 
bleaux (3),  (4)  se  composera  de  termes  qui  seront  tous  distincts  les  uns  des 
autres,  et  qui  seront  en  nombre  égal  à  celui  des  dérivées  des  substitu 
tions  (i)  et  (^2).  Donc  il  renfermera  toutes  ces  dérivées,  dont  chacune  seia 
tout  à  la  fois  de  la  forme  Q^P/o  et  de  la  forme  P/^Q/t. 

Considérons  maintenant  le  cas  particulier  où  les  diveis  termes  de  la 
suite  (i)  se  réduisent  aux  diverses  puissances 

(6)  r,  P,  P^.  ..,  P''~^ 
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d'une  substitution  P  dont  l'ordre  est  représenté  par  la  lettre  «,  et  où  pareil- 
lement les  divers  termes  de  la  suite  (2)  se  réduisent  aux  diverses  puissances 

1)  I,  Q,  Q%...,  Q*-' 

d'une  substitution  Q  dont  l'ordre  est  représenté  par  la  lettre  /;.  Alors,  pour 
que  le  système  des  substitutions  (6)  soit  permutable  avec  le  système  des  sub- 
stitutions (7),  il  suffira  que  les  deux  suites 

(8)  Q,  PQ,  FQ,...,  P^'-'Q, 

et 

offrent  les  mêmes  termes  rangés  dans  le  même  ordre  ou  dans  deux  ordres 
différents.  En  effet,  cette  condition  étant  supposée  remplie,  tout  produit  de 
la  forme  P'''Q  sera  en  même  temps  de  la  forme  QP^' ,  le  nombre  h'  pouvant 
être  distinct  du  nombre  h.  Donc ,  par  suite,  tout  produit  de  la  forme 


sera  aussi  de  la  forme 
rX  même  de  la  forme 


p/*Q2  ^  p/.QQ 

QP^'Q, 
QQP^'"=  Q2p^'", 


//"  pouvant  être  distinct  de  h  et  de  h'.  Généralement,  toute  substitution  de  la 
forme 

pouvant  être  considérée  comme  le  produit  de  A-  facteurs  égaux  à  Q  par  le 
multiplicateur  P'^,  on  pourra,  sans  altérer  cette  substitution,  échanger  suc- 
cessivement le  facteur  P'^  avec  chacun  des  facteurs  égaux  à  Q,  pourvu  que 
chaque  fois  on  modifie  convenablement  la  valeur  de  l'exposant  h;  et  lors- 
que, en  vertu  de  semblables  échanges,  les  k  facteurs  égaux  à  Q  auront  été  dé- 
placés de  manière  à  précéder  tous  les  facteurs  égaux  à  P,  la  substitution 

se  présentera  évidemment  sous  la  forme 

Q/rpA 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 
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4''  Théorème.  Soient 

P,  Q 

deux  substitutions  distinctes,  la  première  de  l'ordre  «,  la  seconde  de  l'ordre  b. 
Si  les  deux  suites 

Q,  PQ,  P^Q,...,  P«-'Q, 

Q,  QP,  QP%...,  QP"-' 

offrent  précisément  les  mêmes  termes  rangés  dans  le  même  ordre  ou  dans 
deux  ordres  différents,  alors  les  deux  systèmes  des  substitutions  conjuguées 

1,  P,    P%...,  P"-, 

I,  Q,  Q%...,  Q*-% 

formés,  l'un  avec  les  diverses  puissances  de  P,  l'autre  avec  les  diverses  puis- 
sances de  Q,  seront  deux  systèmes  permutables  entre  eux. 

De  ce  dernier  théorème,  joint  aux  i^'  et  i^  théorèmes,  on  déduit  immé- 
diatement la  proposilion  suivante  : 

5^  Théorème.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  /j^  théorème 
admettons,  en  outre,  qu'aucune  des  substitutions 

P,  P%...,  P''-^ 

ne  se  retrouve  parmi  les  substitutions 

Q,  Q%  Q*-S 

en  sorle  que  l'équation 

P^'  =  Q^ 

ne  se  vérifie  jamais,  excepté  dans  le  cas  où  Ton  a 

P^'^i,       Q'^i. 

Alors  toutes  les  dérivées  des  deux  substitutions  P,  Q  seront  comprises  dans 
chacune  des  formes 

la  valeur  de  k  devant  rester  la  même  quand  on  passera  de  la  première  fornu; 
à  la  seconde;  et,  par  suite,  ces  dérivées  offriront  un  système  de  substitutions 
conjuguées  dont  l'ordre  sera  le  produit  ab. 

Corollaire.  Dans  l'hypothèse  admise ,  les  diverses  dérivées  des  substitu- 
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lions  P,  Q  se  confondront  évidemment  avec  les  divers  termes  du  tableau 

',         P,  P%...,  P"-', 

Q,      PQ,      P'Q,...,      P'^-'Q, 
Q^      PQ%      P'Q%...,      P«-^Q% 


et  aussi  avec  les  divers  termes  du  tableau 

1,         P,  P%...,  P«-', 

Q,       QP,       QP%...,       QP«-S 


§  XI.    —   Z>6',v  substitutions  arithmétiques  et  des  substitutions  géométriques. 

Considérons  n  variables 

X,  j,  z,.... 

Supposons,  d'ailleurs,  que  l'on  représente  ces  diverses  variables  par  uiu 
même  lettre  n  successivement  affectée  des  indices 

o,    I,   2, .  .  .,  n  —  f  ; 

et ,  en  conséquence ,  à  la  place  de 

JO,  J-,    2  ,  .  .  . , 

écrivons 

(  I  )  '^01     *^1  ■)     "^25  *   •   '  5     **•«— 1  • 

Enfin  concevons  que  l'on  regarde  comme  pouvant  être  indifféremment  rem- 
placés l'un  par  l'autre  deux  indices,  dont  la  différence  se  réduit  à  un  mul- 
tiple de  72;  en  sorte  qu'on  ait,  pour  toute  valeur  entière  positive  ou  même 
négative  de  Z, 

JCi  =  Xi^n  =  ^l+'in  =  •  .  • 
=  OCi_n  =  ^l-2n  =  .  .  .  . 

Pour  reproduire  la  suite  (i),  ou  du  moins  les  termes  de  cette  suite  rangés 
dans  un  nouvel  ordre,  il  suffira  d'ajouter  aux  indices  de  ces  divers  termes  une 
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même  quantité  /i,  ou  bien  encore  de  multiplier  ces  indices  par  un  même 
nombre  r  premier  à  n.  Dans  le  premier  cas,  à  la  place  de  la  série  (i),  on 
obtiendra  la  suivante 

(2)  Xh,    .r/,+  ,,    X,,^.,...,    Xh^n-K- 

Dans  le  second  cas ,  au  contraire,  la  série  (1)  sera  remplacée  par  celle-ci 

( J  )  Xq^    X,-,    X^r-)'  •  «5    '^{n—\)r- 

Il  est  bon  d'observer  qu'au  ternie  Xi  de  la  série  (i)  correspond  le  ternie 
Xm,  de  la  série  (2),  et  que  le  rapport  arithmétique  des  indices 

/  +  /?,   /, 

qui  affectent  la  lettre  x  dans  ces  deux  termes,  se  réduit  précisément  à  la 
constante  h.  Au  contraire  ,  au  terme  Xi  de  la  série  (i  )  correspond  le  terme  x,i 
de  la  série  (3),  et  le  rapport  géométrique  des  indices 

//,  / 

qui  affectent  la  lettres:  dans  ces  deux  termes,  se  réduit  précisément  à  la 
constante  r.  Pour  ce  motif,  en  supposant,  comme  ci-dessus,  que  les  variables 
données  sont  représentées  par  une  seule    lettre  successivement  affectée  des 

indices 

o,    I,   2, .  .    ,  «  —  I, 

nous  appellerons  substitution  arithmétique  la  substitution  qui  consiste  à  rem- 
placer chaque  terme  de  la  série  (i)  par  le  terme  correspondant  de  la  série  (2) , 
et  nous  appellerons,  au  contraire,  substitution  géométrique  la.  substitution 
qui  consiste  à  remplacer  chaque  terme  de  la  série  (i)  par  le  terme  corres- 
pondant de  la  série  (3).  Cela  posé,  la  substitution  arithmétique  la  plus  simple 
sera  la  substitution  circulaire 

qui  consiste  à  remplacer  ^généralement  Xi  par  X/^t ,  et  il  suffira  évidemment 
d  élever  celle-ci  à  la  puissance  du  degré  //  pour  obtenir  la  substitution  qui 
consiste  à  remplacer  généralement  x^  par  JC/+^.  Ainsi,  la  valeur  de  P  étant 
déterminée  par  la  formule  (4),  chaque  terme  de  la  série  (i)  se  trouvera 
remplacé  par  le  terme  correspondant  de  la  série  (2)  en  vertu  de  la  substitu- 
tion circulaire  ou  régulière  P'''. 

Soit  maintenant  Q  la  progression  géométrique  qui  consiste  à  remplacer 

Ex.  d'An,   et  de  Pk.  nmth..  T.  111.  '52^   livr.)  3o 
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fjénéralement  le  terme  jCf  de  la  série  (r)  par  le  terme  correspondant  x,./  de 
la  série  (3),  en  sorte  qu'on  ait 

\.r„  .r,X2 . . .  jc„_,     / 

Alors,  k  étant  un  nombre  entier  quelconque,  la  substitution  Q*  sera  celle  qui 
consiste  à  remplacer  la  variable  JCi  par  la  variable  ^//;  et ,  par  suite ,  pour 
que  l'on  ait  identiquement 

(6)  Q^=i, 
il  faudra  que  l'on  ait,  quel  que  soit  /, 

(7)  rH~l,     (mod.Tz). 

I)  ailleurs ,  r  étant,  par  hypothèse  ,  premier  à  n  ,  la  formule  (7),  que  l'on  peut 
écrire  comme  il  suit  : 

(r''— i)/^=o,     (mod.w), 
donnera 

r''  —  i  :E£0,     (mod.  n) , 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même  , 

(8)  r'~i,     (mod.n). 

Donc  l'équation  (6)  entraînera  toujours  la  fornmle  (8);  et  Tordre  i  de  la  sub- 
stitution géométrique  Q,  c'est-à-dire  la  plus  petite  des  valeurs  de  k,  pour 
lesquelles  se  vérifiera  l'équation  (6),  sera  en  même  temps  la  plus  petite  des 
valeurs  de  k  pour  lesquelles  se  vérifiera  la  formule  (8). 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  et  rl'un  des  nombres  premiers  à  /->, 
l'exposant  /:  de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever  la  base  r  pour  obtenir 
un  nombre  équivalent,  suivant  le  module  /z ,  à  un  reste  donné,  est  ce  qu'on 
nomme  ['indice  de  ce  reste.  Cela  posé,  le  nombre  ï,  ou  la  plus  petite  des  va- 
leuis  de  k  pour  lesquelles  se  vérifie  la  formule  (8),  n'est  évidemment  autre 
chose  que  le  plus  petit  des  indices  de  l'unité.  Ce  même  nombre  /  est  encore 
celui  qui  indique  combien  l'on  peut  obtenir  de  restes  différents  en  divisant 
par  n  les  termes  de  la  progression  géométrique 


et  qui,  pour  cette  raison,  a  été  désigné,  dans  un  précédent  Mémoire,  sous 
le  nom  d'indicateur.  En  conséquence,  on  peut  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 
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i"  Théorème,  n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  et  r  étant  l'un  des 
nombres  premiers  à  n^  l'ordre  de  la  substilulion  géométrique  Q ,  déterminée 
par  la  formule  (8) ,  se  confond  avec  l'indicateur  i  relatif  à  la  base  r. 

Concevons  à  présent  que  ,  /^,  A:  étant  deux  nombres  entiers  quelconques, 
on  forme,  avec  les  variables 

OC  Q  ^     oc  ^^     oc  2^  -  *  •  '^     OL  f^ ^  ^ 

les  trois  substitutions. 

P^  Q''     et     Q^P^ 

Ces  substitutions  consisteront  évidemment,  la  première  à  remplacer  l'indice  / 
d'une  variable  quelconque  par  l'indice  Zh-  /z,  la  deuxième  à  remplacer  l'in- 
dice l  par  l'indice  r*/,  et  la  troisième  à  remplacer  l'indice  /  par  l'indice 

Au  contraire,  h'  étant  un  entier  distinct  de  /^ ,  la  substitution 

pAQA 

consisterait  à  remplacer  1  indice  /  d'une  variable  quelconque  par  lindice 

h'^rn. 
Donc  on  aura  généralement 

(9)  Q^P''r=P^Q\ 

si  l'on  a 

h'  +  rH=r'{l-^h), 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  a 

h'  =  l'h. 
Mais  alors  l'équation  (9;  donnera 

et  il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  cette  dernière  formule  s'étend  à 
des  valeurs  entières  quelconques  non-seulement  positives ,  mais  encore  né- 
gatives de  h.  On  peut  donc  énoncer  généralement  la  proposition  suivante  : 
1^  Théorème.  Représentons  n  variables  distinctes  par  une  même  lettre  ,r 
successivement  affectée  des  indices 

O,     I,     2,  .  .  .  ,    71—1, 

do. 
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et  concevons  que  l  on  regarde  comme  pouvant  être  indifféremment  remplacés 
l'un  par  l'autre  deux  indices  dont  la  différence  se  réduit  à  un  multiple  de  n. 
Soit  d'ailleurs  r  un  nombre  entier,  premier  à  n.  Enfin  soient 

P,  Q 

deux  substitutions,  Tune  arithmétique,  l'autre  géométrique,  déterminées  par 
les  formules  (4)  et  (5),  c'est-à-dire  deux  substitutions  qui  consistent ,  la  pre- 
mière à  remplacer  l'indice  /  d'une  variable  quelconque  par  l'indice  /  -h  i ,  la 
seconde  à  remplacer  l'indice  /  par  l'indice  ri.  Alors  on  aura ,  pour  des  valeurs 
entières  quelconques  de  h,  et  pour  des  valeurs  entières  et  positives  de  A, 

(lo)  Q'^P^^P'^^Q*. 

Corollaire   i^''.    Poser    l'équation   (lo),    c'est    dire   que    l'équation    (9), 
savoir, 

QAp/.^p/*QA^ 

subsiste  quand  les  exposants  ^,  h'  vérifient  la  condition 

h'=r''h. 
D'ailleurs,  de  cette  dernière  foimule,  combinée  avec  léqiiatioti 
r'^  I,  (uiod.  //), 

on  tire ,  en  supposant  A</, 

r'  h'^r'^h         (mod.  /z), 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

h^r'-^h'     (mod.  «), 
et  plus  généralement,  en  désignant  par  /'  un  multiple  de  i  supérieur  à  k, 
h  ^  r''~^A',     (mod.  n). 

Donc,  poser  l'équation  (10),  c'est  dire  encore  que  l'équation  (9)  subsiste 
quand  les  exposants  /z,  h'  vérifient  la  condition 

h=r''-'h'. 

Il  résulte  de  ces  observations  qu'on  peut,  dans  la  formule  9),  choisir  arbi- 
trairement l'un  quelconque  des  exposants  h^  h'.  Il  en  résulte  aussi  que  tout 
produit  de  la  forme 

QApA 
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est  en  même  temps  de  la  forme 

pAQA^ 

et  réciproquement,  la  valeur  de  Texposant  h  devant  seule  varier  quand  on 
passe  d'une  forme  à  l'autre.  Donc,  en  vertu  de  l'équation  (9) ,  les  diverses 
puissances  de  P,  savoir, 

(11)  I,  P,  P%.  ..,  P"-', 

offrent  un  système  de  substitutions  permutable  avec  le  système  des  substi- 
tutions 

(12)  ,,  Q,  Q%...,  Q'-, 

qui  représentent  les  diverses  puissances  de  Q. 

Corollaire  1^.  Il  est  bon  d'observer  encore  que  la  substitution  arithmé- 
tique P  et  celles  de  ses  puissances  qui  ne  se  réduisent  pas  à  l'unité,  déplacent 
les  n  variables  données 

Au  contraire,  la  substitution  géométrique  Q,  déterminée  par  la  formule  (5y, 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  par  la  suivante 


3  !.,.„....,.., 


laisse  immobiles  la  variable  x^^  quand  n  est  un  nombre  impair,  et  les  deux 
variables  Xq,  oc^  quand  n  est  un  nombre  pair.  La  même  propriété  devant 

évidemment  appartenir  à  celles  des  puissances  de  Q  qui  diffèrent  de  1  unité, 
il  est  clair  que  les  deux  substitutions 

P,  Q 

ne  pourront  jamais  vérifier  la  formule 

p'^  =  q", 

excepté  dans  le  cas  où  l'on  aura 

Corollaire  3*^.  Les  deux  corollaires  précédents,  joints  au  3*^  théorème  du 
§  X ,  entraînent  évidemment  la  proposition  suivante  : 

3*^  Théorème.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que   dans  le  2''  théorème  , 
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les  dérivées  des  deux  substitutions  P,  Q  seront  toutes  comprises  sous  chacune 
des  deux  formes 

et  composeront  un  système  de  substitutions  conjuguées  qui  sera  d'un  ordre 
représenté  parle  produit 

fii, 

!  étant  l'indicateur  correspondant  à  la  base  r,  c'est-à-dire  la  plus  petite  des 
valeurs  de  k  propres  à  vérifier  la  formule  (8). 

Nota.  On  arriverait  encore   aux  mêmes  conclusions  en  observant  qu'il 
suffit  de  poser  k  =  i  dans  l'équation  (lo)  pour  obtenir  la  formule 

Or,  il  résulte  de  cette  dernière  formule  que  les  deux  suites 
Q,  PQ,  P^Q,...,  P«-Q, 
Q,  QP?  Q'P,.  -,  QP"-' 

olfrcnt  les  mêmes  termes,  rangés  seulement  dans  deux  ordres  différents. 
Cela  posé ,  il  est  clair  que  le  [Y  théorème  sera  une  conséquence  immédiate 
du  o*"  théorème  du  §  X. 

Soit  maintenant  a  un  diviseur  de  n,  distinct  de  l'unité;  et  posons 

(i5)  v  =  -, 

(i6)  R==P«. 

R  sera  précisément  la  substitution  arithmétique  qui  consiste  à  remplacer  .27 
par  X      „>   ou ,  ce  qui  revient  au  même,  par  Xi^.,.   D'ailleurs  on  tirera  de 

l'équation  (10),  en  y  remplaçant  h  par  ah^  et  ayant  égard  à  la  formule  (16), 
(17J  Q^R^=R'-'^Q^ 

Enfin,  comme  la  substitution  R  et  ses  puissances  d'un  degré  inférieur  à  v  dé- 
placeront toutes  les  variables  données,  tandis  que  la  substitution  Q  et  ses 
puissances  d'un  degré  inférieur  à  /  laissent  immobile  au  moins  la  variable  jCq, 
il  est  clair  que  les  deux  suites 

I,  P,    P%.    .,   P-\ 


n'offriront  pas  de  termes  communs  autres  que  l'unité.  Gela  posé,  des  raison- 
nements semblables  à  ceux  dont  nous  avons  fait  usage  pour  établir  le  S*"  théo- 
rème suffiront  pour  déduire  de  la  formule  (17)  la  proposition  suivante  : 

4**  Théorème.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  2^  théorème, 
nommons  v  un  diviseur  de  n  distinct  de  l'unité,  et  soit  R  la  substitution  arith- 
métique qui  consiste  à  remplacer  généralement  Xi  par  Xi+,.  Les  dérivées  des 
deux   substitutions  R,  Q  seront  toutes  comprises  sous  chacune  des  deux 

formes 

Q^R^     R^'Q*, 

et  composeront  un  système  de  substitutions  conjuguées  qui  sera  d'un  ordre 
représenté  par  le  produit 

vi. 

Appliquons  maintenant  les  théorèmes  que  nous  venons  d'établir  à  quelques 
exemples. 

Supposons  d'abord  nr=z  ^j^  r—  3.  Alors  les  deux  substitutions  P,  Q  ,  déter- 
minées par  les  formules 

(10)  -1      [  OC  Q^      OC  ^  ^      "^^J      *^3*'      ^  4  ?      *^  5  7      ^  0)  "} 

^19)  Qz=(j:-,,    .Ta,    .Xo,    Xq.    X^,    X5), 

seront,  la  première  du  septième  ordre ,  la  seconde  du  sixième  ordre.  On  auia 
donc  i=  6;  et,  en  effet, le|nombre  7  étant  pris  pour  module,  6  sera  l'indica- 
teur correspondant  à  la  base  /•  =  3,  puisque  ,  dans  la  progression  géomé- 
trique 

3,  3^  3%  3^   3',  3«,    .  ., 

3"  sera  le  premier  terme  qui,  divisé  par  7,  donne  pour  reste  l'unité.  (ïela 
posé,  ou  conclura  du  3''  théorème,  que  les  substitutions  arithmétique  et  géo- 
métrique P,  Q,  déterminées  par  les  formules  (18),  (^19),  composent,  avec 
leurs  dérivées,  un  système  dont  l'ordre  est  représenté  par  le  produit 

6.7  :=  [\1. 

Supposons  en  second  lieu  /^=7,  r=:i.  Alors  la  substitution  géométrique  Q  . 
déterminée,  non  plus  parla  formule  (19),  mais  par  la  suivante 

(?.0)  Q=(^,,       X2,      X,)      (.rg,      ^6,      JTg), 

sera  du  troisième  ordre.  On  aura  donc  /  =  3;  et,  en  effet,  le  nombre  7 
étant  pris  pour  module  ,  3  sera  l'indicateur  correspondant  à  la  base  2,  puis- 
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que,  dans  la  progression  géométrique 


2'  =  8  sera  le  premier  terme  qui,  divisé  par  7,  donne  pour  reste  l'unité.  Gela 
posé,  on  conclura  du  3^  théorème,  que  les  substitutions  arithmétique  et  géo- 
métrique P,  Q,  déterminées  par  les  formules  (18)  et  (20),  composent,  avec 
leurs  dérivées,  un  système  dont  Tordre  est  représenté  par  le  produit 

3x7  =  21. 

Supposons  encore  «  =  9,  r  =  1.  Alors  les  deux  substitutions  P,  Q,  déter- 
minées par  les  formules 

(^-l)  P    =("^0»    -^n    ^2,    ^z^    ■^4?    -^5.    -^6;    ^11    3C^)^ 

{11)  Q=l.r,,  œ^,  X,,  .X,,  œ,)  {x,,  x,), 

seront,  la  première  du  neuvième  ordre,  la  seconde  du  sixième  ordre.  On 
aura  donc  /  =  6;  et,  en  effet,  le  nombre  9  étant  pris  pour  module,  6  sera 
l'indicatcnu- correspondant  à  la  base  2,  puisque,  dans  la  profjression  géomé- 
trique 

2,     2^,     2%     2%     2%     2",.  .  ., 

2^=  64  sera  le  premier  terme  qui,  divisé  par  9,  donne  pour  reste  funité. 
Gela  posé,  on  conclura  du  3''  théorème,  (jue  les  deux  substitutions  arithmé- 
tique et  géométriqueP,Q,  déterminées  parles  formules  (21)  et(22),  composent, 
avec  leurs  dérivées,  un  système  dont  l'ordre  est  représenté  par  le  produit 

6.9  =  54. 

Supposons  enfin  quà  la  substitution  Q,  déterminée  parla  formule  (22),  on 
joigne,  non  plus  la  substitution  P,  déterminée  par  la  formule  (21),  mais  la 
substitution  R ,  dont  la  valeur  est  fournie  par  l'équation 

(23)  R  =  p^ 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même  ,  par  la  suivante 

(24)  R—  (Xo,    Xg,    Xe)    {X,,    X„    X,)   (^2,    X„    X^) 

Alors  R  sera  une  substitution  arithmétique  de  Tordre 

et  Ton  conclura  du  4^  théorème  que  les  substitutions  arithmétique  et  géomé- 
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trique  Q,  K,  déterminées  par  les  formules  (22)  et  {'il\),  composent,  avec  leurs 
dérivées,  un  système  dont  l'ordre  est  représenté  par  le  produit 

3.9  =  27. 

Pour  un  module  quelconque  n,  l'indicateur  /  dépend  de  la  base  r,  et  devient 
lui  maximum  quand  cette  base  r  est  une  racine  primitive  correspondante  au 
module  n.  Si  Ton  nomme  I  cet  indicateur  maximum,  chacun  des  indicateurs 
qui  correspondront  aux  diverses  bases  représentées  par  les  divers  nombres 
premiers  à  n  sera  égal  à  I  ou  à  un  diviseur  de  I.  D'ailleurs ,  si  l'on  suppose 

peiq  étant  les  facteurs  premiers  de  n ,  l'indicateur  maximum  I  sera  le  plus 
petit  nombre  entier  divisible  à  la  fois  par  chacun  des  produits 

pf-'  {p-  i),        ry^'-*(fy-i),..., 

l'un  de  ces  produits,  savoir,  celui  qui  répondra  au  facteur  2,  devant  être  rem- 
placé par  sa  moitié  quand  n  sera  pair  et  divisible  par  8. 

Si  n  se  réduit  à  une  puissance  d'un  nombre  premier  et  impair  p,  en  sortf> 
qu'on  ait 

n  =  pf\ 
on  trouvera 

Si  n  se  réduit  à  un  nombre  premier  p^  on  aura  simplement 
\  =  n-  i. 

Eu  égard  aux  remarques  qu'on  vient  de  faire,  les  3*^  et  4*"  théorèmes  entrai 
neront  évidemment  les  propositions  suivantes  : 

5"  Théorème.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  a*"  théorème , 
si  l'on  nomme  r  une  des  racines  primitives  correspondantes  au  module  n^  et 
l  l'indicateur  maximum  relatif  à  ce  module,  c'est-à-dire  le  plus  petit  des  in- 
dices de  l'unité  correspondants  à  la  base  r,  la  substitution  géométrique  Q. 
qui  aura  pour  objet  de  remplacer  généralement  Xi  par  Xri-,  sera  de  l'ordre  [. 
Alors  aussi  les  dérivées  des  deux  substitutions  P,  Q  seront  toutes  comprises 
sous  chacune  des  deux  formes 

et  composeront  un  système  dont  l'ordre  sera  représenté  par  le  produit 

n\. 

Ex.  d'An,  et  de  Ph.  math.,  T.  1 1 1 .  ,  02^  livr. }  3  I 
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Corollaire.  Si  7i  est  un  nombre  premier,  on  aura  simplement 
\=i  n  —  I , 
et,  par  suite,  les  dérivées  des  deux  substitutions 

P,  Q 

composeront  un  système  dont  l'oidre  sera  représenté  par  le  produit 

71  [n  —  i). 

S*'  Théorème.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  5*^  théorème, 
soit  V  un  diviseur  de  n  autie  que  l'unité,  et  nommons  R  ia  substitution  \x\w\\- 
métique  qui  consiste  à  remplacer  généralement  Xi  par  Xi^.,.  Les  dérivées  des 
deux  substitutions  Q,  R  seront  toutes  comprises  sous  chacune  des  deux  formes 

et  composeront  un  système  dont  Tordre  sera  exprimé  parle  produit 

vl, 

Au  lieu  de  représenter  les  diverses  variables  par  une  même  lettre  succes- 
sivement accompagnée  d'indices  divers,  on  pourrait  continuer  à  les  repré- 
senter par  différentes  lettres 

X,  j,    s,.  .., 

puis  assignei-  à  chaque  variable  un  numéro  propre  à  indiquer,  ou  le  rang 
quelle  occupe  dans  la  série  de  ces  lettres  écrites  à  la  suite  lune  de  l'autre, 
suivant  un  ordre  déterminé,  ou,  mieux  encore,  ce  même  rang  diminué'  de 
l'unité.  Alors  la  substitution  désignée  par  Q  dans  les  théorèmes  précédents 
serait  celle  qui  consiste  à  remplacer  la  variable  correspondante  au  numéro  / 
par  la  variable  correspondante  au  numéro  //,  ou  plutôt  au  numéro  équivalent 
au  reste  de  la  division  du  produit  //  par  le  nombre  /. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  n  =  ^;  alors  cinq  variables  représentées 
par  les  lettres 

pourront  être  censées  correspondre  aux  numéros 

Uj   I,  2,  3,  4. 
Alors  aussi,  en  multipliant  les  quatre  derniers  numéros  par  le  facteur  /-,  on 
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olitinndra  les  produits 

r,  2r,  3r,  l[r; 

et,  si  Ton  pose  a ■=  i,  ces  produits,  divisés  par  5,  donneront  pour  restes 

1,  4,  I,  3. 

Ainsi,  dans  cette  hypothèse,  la  substitution  désignée  par  Q  aura  pour  effet 
de  substituer  aux  variables  dont  les  numéros  étaient 

î,   2,   3,   4, 

les  variables  dont  les  numéros  sont 

2,  4,    I,  3, 

c'est-à-dire  de  substituer  aux  variables 

j-,  z,  w,  f 
les  variables 

z,  V,  j,  u. 
On  aura  donc 

Cela  posé,  on  conclura  du  i^  théorème,  que  les  dérivées  des  deux  substi- 
tutions 

(25)  P  =  (x,  _/,  z,  M,  p),       Q  =  (j-,  s,  t^,  m) 

sont  toutes  comprises  sous  chacune  des  formes 

P^Q\     Q*P^ 

et  que  l'ordre  du  système  de  ces  dérivées  est  égal  au  produit 

5.4  =  20 

des  nombres  5  et  4  qui  représentent  les  ordres  des  substitutions  P  et  Q.  Effec- 
tivement les  dérivées  des  substitutions  P,  Q  dont  les  valeurs  sont  données  par 
les  formules  (2  5)  se  réduiront  aux  vingt  substitutions  comprises  dans  le 
tableau 

I,    P,      p^     p^     p^ 
.,6^  /  Q,  QP,     QP=,   QP^   QP^ 

Q%  Q'P,    Q'P',  Q'P',  Q'P% 
Q%  Q^P,    Q^PS  Q2p^  Q*P\ 

3i. 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  le  suivant: 

{  I,  {x,y,z,u,v),  {jc<,z,v^j,u),  (jr,ii,j,^,z),  {x,v,ii^z,y), 

(in)     ^  ^"^'  ^''  ''■'  ''^'  ^^'  '^'  ^■'^^'  ^^'  "'  •^'  ^^'  ^'^'^^  '''  ^•)'  ^"'  "'-^'^  '^^'^ 

\  (j,  jr,  t»,  2),  (z,  t',  Jt',  m),  (m,  jt,  jr,  «'),  (v»,  J,  2;,  j:),   i,x,  r,  «,  j). 
Ajoutons  qu'en  vertu  de  la  formule  (lo),  on  aura  généralement 

(28)  Q'V''=  P^'^'Q\ 
et,  par  suite, 

/    QP  =P-Q,       QP2   =P^Q,       QP^  =PQ,         QP'   =P'Q, 

(29)  I      Q2  P  ==:   P^Q2,         Q2  p2   ^  p3Q2  Q2  p3   ^   p2Q2^        Q2  p4   ^   pQ2 
(q3P^P3Q3           Q3p2^pQ3  Q>P^   =   P^Q\        Q3  p*    ^   p2Q3 

§  XII.    —   Sur  diverses  propriétés  remarquables  des  systèmes  de  substitutions  con/ug/iée.s. 

Clonsidérons  Ji  variables 

Le  nomiire  total  JV  des  arrangements,  ou  bien  encore  des  substitutions  (|ue 
l'on  pourra  former  avec  ces  variables,  sera  représenté  par  le  produit 

et  Tun  quelconque  des  systèmes  de  substitutions  conjuguées  formés  avec  ces 
mêmes  variables,  sera  toujours  d'un  ordre  exprimé  par  un  diviseur  de  N.  De 
plus,  ces  systènjes  jouiront  encore  de  diverses  propriétés  remarquables  dont 
quelques-unes  ont  été  déjà  établies  dans  le  §  VI.  Je  vais  maintenant  en  dé- 
montrer quelques  autres ,  qui  se  trouvent  exprimées  par  les  théorèmes 
suivants. 

1*^''  Théorème.  Formons  avec  n  variables 

or,  j,  z,... 

deux  systèmes  de  substitutions  conjuguées;  et  soient 

(0  I,     p.,     P2,-..,     Pa-O 

'»  I,    Q,,   Q2,...,Q.-n 

ces  deux  systèmes,  le  premier  de  l'ordre  a,  le  second  de  Tordre  h.  Soit  d  ail- 
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leurs  /  le  nombre  des  substitutions  R  pour  lesquelles  se  vérifient  des  équa- 
tions symboliques  et  linéaires  de  la  forme 

h  étant  l'un  quelconque  des  entiers 

I,    2,.  .  .,   «  —  I, 
et  k  l'un  quelconque  des  entiers 

I,   1,.  .  ..  b  —  1. 
Le  nombre  /,  divisé  par  le  produit  ab,  fournira  le  même  reste  que  le  nombre 

N=  I.2.3...W, 
i\  l'on  aura  ,  en  conséquence, 

(4)  I  =^  IS ,     [moà.  ab). 
Démonstration.  Faisons,  pour  abréger, 

(5)  J^N-I. 

Parmi  les  substitutions  que  Ton  pourra  former  avec  j:-,  ^,  z, .  .  . ,  celles  pour 
lesquelles  ne  se  vérifieront  jamais  des  équations  semblables  à  la  formule  (3^ 
seront  en  nombre  égal  à  /.  Nommons  U  l'une  de  ces  dernières  substitutions. 
Les  divers  termes  du  tableau 

,     U,  UP^,  UPa,...,         UP,_,, 

i  Q,U,     Q,UP,,     Q,UP„...,  Q,UP,_„ 

(6)  <   Q^U,     Q.UP,,      QaUP,,...,  Q,UP,_,, 


Q,_,U,  Q,_,UP„  Q,.,UP„...,  Q,_,UP,_, 

seront  tous  inégaux  entre  eux.  Car,  si  l'on  avait 

Q*UP,=  Q,.UP;,, 

et,  par  suite, 

7)  up,Pr  =  QrQA'i:, 

sans  avoir  en  même  temps 

Pv-P.     et     Q,^=:Q„ 
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on  réduirait  l'équation  (5)  à  la  forme 

(8)  m  =  ^u, 

en  posant 

Mais  alors,  des  deux  substitutions  ^i\  ^,  dont  l'une  au  moins  serait  distincte 
de  l'unité,  la  première  représenterait  encore  un  terme  de  la  série  (i),  et  la 
seconde  un  terme  de  la  série  Ta).  Donc  la  formule  (7)  ou  (8),  considérée 
comme  propre  à  déterminer  U,  serait  semblable  à  l'équation  (3),  et  la  sub- 
stitution U  se  réduirait,  contre  rbypothèse  admise,  à  l'une  des  valeurs  deR. 
Soit  maintenant  V  une  substitution  nouvelle  qui,  étant  formée  avec  les 
variables  x,  j",  z,....  ne  se  réduise  ni  à  l'une  des  valeurs  de  R ,  ni  à  aucune 
des  substitutions  comprises  dans  le  tableau  (6).  Les  divers  termes  du  tableau 

V,  VP,,        VP2,..,,         vp^_,, 

Q.V,      Q.VP,,     Q,VP„...,     Q.VIV,, 

(9)  (   QaV,      Q,VP„     Q,VP„...,     Q,VP,_,. 


Q.--.V,  Q,_,VP„  Q,_,VP„...,  Q,_,VP,_. 

seront  encore  tous  inégaux  entre  eux ,  et  même  ils  seront  distincts  de  tous 
ceux  que  renferme  le  tableau  (6);  car,  si  Ton  avait 

QaUP,=  Q,.VP,,, 
on  en  conclurait 

(10)  V  :=  QrQAt-TP/.Pr; 

puis ,  en  posant ,  pour  abréger, 

on  réduirait  l'équation  (9)  à  la  formule 

et,  comme  les  deux  produits  $,  ^  représenteraient  encore,  le  premier  un 
terme  de  la  série  (i),  le  second  un  terme  de  la  série  (2),  il  est  clair  qu'en 
vertu  de  la  formule  (1 1)^  V  se  réduirait,  contre  l'hypothèse  admise,  à  l'un 
des  termes  renfermés  dans  le  tableau  (6). 

En  continuant  de  la  sorte,  on  répartira  les  /substitutions,  pour  lesquelles 
ne  se  vérifieront  jamais  des  équations  semblables  à  la  formule  (3),  entre  plu- 
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sieurs  tableaux  que  l'on  déduira  successivement  du  tableau  (6) ,  en  remplaçant 
dans  celui-ci  la  substitution  U,  qui  représente  le  premier  terme,  par  une 
autre  substitution  V,  ou  W,  etc.  D'ailleurs,  les  termes  qui  se  trouveront 
lenfennés  dans  chaque  tableau,  en  nombre  équivalent  au  produit  ah,  seront 
fous  inégaux  entre  eux.  Il  y  a  plus  :  les  termes  que  comprendra  le  système  des 
divers  tableaux  seront  encore  tous  distincts  les  uns  des  autres,  si  l'on  a  soin  de 
prendre  pour  premier  terme  de  chaque  nouveau  tableau  une  substitution  non 
romprise  dans  les  tableaux  déjà  formés.  Cette  condition  étant  supposée  rem- 
plie, le  nombre  total  des  termes  compris  dans  les  divers  tableaux  sera  néces- 
sairement le  nombre  représenté  par  /.  Donc  le  nombre  /ou  iV  —  /  sera  un 
multiple  du  nombre  des  termes  renfermés  dans  chaque  tableau,  c'est-à-dire 
du  produit  ab.  Donc  les  nombres  I  et  N ,  divisés  par  le  produit  ab.  fourni- 
ront le  même  reste. 

Corollaire.  Si  les  deux  systèmes  de  substitutions  conjuguées,  mentionnes 
dans  le  i^""  théorème ,  se  réduisent  à  un  seul ,  alors ,  à  la  place  de  ce  théorème , 
on  obtiendra  la  proposition  suivante  : 

2*-"  Théorème.  Soit  a  l'ordre  d'un  système  de  substitutions  conjuguées 

I,  P.,  P,,...,  P,_,, 
formées  avec  les  n  variables 

or,  j,   z,...- 

et  nommons  /  le  nombre  des  substitutions  R  pour  lesquelles  se  vérifient  des 
équations  de  la  forme 

i'2)  RP,  =  p,r{, 

//,  k  étant  des  nombres  entiers  égaux  ou  inégaux,  pris  dans  la  suite 

o ,    I ,   a  , .  ,  . ,  a  —  r . 
I.e  nombre  /,  divisé  par  le  carré  de  n ,  fournira  le  même  reste  que  ie  produit 

iV  r:r    I  .  9.  .  3  .  ,   .  72  , 

en  soite  qu'on  aura 

(i3)  J~N,     {mod.a^). 

Corollaire.  Si  a^  surpasse  N,  la  forniuie(i3)  donnera  nécessau<  ment 

et,  par  suite,  une  substitution  quelconque  R  sera  du  nombre  de  celles  pour 
lesquelles  peut  se  vérifier  l'équation  (12;. 
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Revenons  maintenant  à  la  formule  (3).  Cette  foimule  exprime  évidemment 
que  les  deux  substitutions 

P/o  Qa, 

dont  la  première  est  l'un  des  termes  qui  suivent  l'unité  dans  la  série  (i),  et 
la  seconde  l'un  des  termes  qui  suivent  l'unité  dans  la  série  (2),  sont  sembla- 
bles l'une  à  l'autre.  Donc  il  sera  impossible  de  satisfaire  à  l'équation  (3)  si 
aucune  des  substitutions 

Po    Pa,-.-,    P«-, 

n'est  semblable  à  l'une  des  substitutions 
Donc  alors  on  aura 

1=0, 

et  la  formule  (4),  réduite  à  celle-ci 

(i5)  iV^o,     (nïoâ.ab)y 

exprimera  que  le  nombre  JV  est  divisible  par  le  produit  ah.  Kn  conséquence, 
on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 
3^  Théorème.  Formons  avec  n  variables 

■     -^y  jr,  ^,.- . 

deux  systèmes  de  substitutions  conjuguées,  et  supposons  que  ces  deux  sys- 
tèmes étant,  le  premier  de  l'ordre  a.,  le  second  de  l'ordre  ù,  renferment , 
outre  l'unité,  d'une  part,  les  substitutions 

(16)  P,,    P^,...,    P«-„ 

d'autre  part,  les  substitutions 

Si  aucune  des  substitutions  (i6)  n'est  semblable  à  l'une  des  snbstittitions  (17), 
le  nombre 

N  =  r.2.3.../z 

sera  divisible  par  le  produit  ab. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer  entraîne  encore  évidemment  la 
proposition  suivante  : 
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4®  Théorème.  Soient 

r,  P,,    P2,...,   Pa_o 

deux  systèmes  de  substitutions  conjuguées,  le  premier  de  l'ordre  a,  le  second 
de  l'ordre  ^,  formés  l'un  et  l'autre  avec  les  n  variables 

X,  j-,  z,.  .  .. 

Si  le  produit  ab  n'est  pas  un  diviseur  du  nombre 

N  =  1 .2.3. .  .n, 
alors,  des  substitutions 

une  ou  plusieurs  seront  semblables  à  une  ou  plusieurs  des  substitutions 

Corollaire  i^''.  Soient  maintenant/?  un  nombre  premier,  égal  ou  inférieur 
a  /z,  et  p-^la  plus  haute  puisance  de  p  qui  divise  le  produit 

N  —  \  .1.?). .  .n. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  §  VII  (page  196),  on  pourra  former  avec  les 
n  variables  ^,  j,  z, .  .  .  un  système  de  substitutions  primitives  et  conjuguées 
qui  sera  de  Tordre  p^ ;  et  rien  n'empêchera  de  supposer  que  l'on  prend  ces 
mêmes  substitutions  pour  termes  de  la  suite 

Or,  dans  cette  hypothèse ,  b  étant  égal  à  /?^,  le  produit  ab  ne  pourra  diviser 
N  ûa  est  divisible  par/?;  et,  d'ailleurs,  chacune  des  substitutions 

étant  une  substitution  primitive  dont  l'ordre  sera  représenté  par  l'un  des 
nombres 

p,  p\"->  K, 

aura  pour  dérivées  d'autres  termes  de  la  suite 

Ex.  d'An   et  de  Phys.  math.,  T.  ill.  (32«  livr.)  3^ 
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parmi  lesquels  {voir\e  S''  théorème  du  §  VIII)  on  trouvera  au  moins  une  sub- 
stitution régulière  de  l'ordre  p.  Donc,  en  vertu  du  4''  théorème,  si  l'ordre  a 
du  système  de  substitutions 

est  divisible  par  le  nombre  premier/?,  l'une  au  moins  des  substitutions 

P.,  P^,...,  P«-. 

sera  rép^ulière  et  de  l'ordre  p. 

Corollaire  2®.  Si  l'on  représente  par  des  lettres  diverses 

P,  Q,  R,... 

les  substitutions  qui,  dans  le  4*'  théorème,  sont  désignées  à  l'aide  d'une  seule 
lettre  P  successivement  affectée  des  indices 

I,  2,  3,.  . .,  a  —  I, 

et  si ,  d'ailleurs ,  on  nomme  M  Tordre  du  système  des  substitutions  conjuguées 

r,  P,Q,R,..., 

alors  la  proposition  établie  dans  le  corollaire  i*''"  sera  réduite  à  celle  dont 
voici  l'énoncé. 

5^  Théorème.  Soit  M  l'ordre  du  système  des  substitutions  conjuguées 

(18)  I,  P,  Q,R,... 

formées  avec  les  n  variables  oc,  j-^  z,. .  .;  et  nommons  p  un  nombre  premier 
égal  ou  inférieur  à  n.  Si  M  est  divisible  par  p,  l'une  au  moins  des  substi- 
tutions 

P,  Q,  R,... 

sera  une  substitution  régulière  de  l'ordre  p. 

Corollaire.  Lorsque  le  nombre  premier  p  devient  supérieur  à  -,  une  sub- 
stitution régulière  et  de  l'ordre  p,  formée  avec  les  n  variables  jCjJ^z,.... 
ne  peut  être  qu'une  substitution  circulaire.  Donc  le  7''  théorème  entraîne 
encore  la  proposition  suivante  : 

6^  Théorème.  Soit  il/ l'ordre  du  système  des  substitutions  conjuguées 

i,P,Q,R,..., 


(.5.  ) 

formées  avec  les  n  variables  x,^,  z,.  .  .,  et  nommons  p  un  nombre  premier 

égal  ou  inférieur  à  «,  mais  supérieur  à  -.  Si  M  est  divisible  par  p  ^  l'une  au 

moins  des  substitutions 

P,  Q,  R,... 

sera  une  substitution  circulaire  de  l'ordre  p. 

Pour  montrer  une  application  du  6^  théorème,  supposons  que,  /z  étant  égal 
à  5,  les  variables  données  soient 

X,  J^,    Z,    M,    V. 

Au  module  5  correspondront ,  d  une  part ,  les  racines  primitives  i  et  3 , 
d'autre  part ,  l'indicateur  maximum 

n  —  i  =  4i 
dont  les  diviseurs 

1,    2,    4 

représenteront  les  divers  indicateurs  correspondants  à  des  bases  quelconques; 
et  l'on  conclura  du  troisième  des  théorèmes  démontrés  dans  le  §  XI,  qu'avec 
cinq  variables  on  peut  former  non-seulement  une  substitution  circulaire  du 
cinquième  ordre,  mais  encore  un  système  de  substitutions  conjuguées  dont 
l'ordre  soit  représenté  par  le  produit 

5  X  2  =  I  G  , 

ou  par  le  produit 

5  X  4  =  20- 

Ainsi,  en  particuliei',  on  pourra  former,  avec  les  cinq  variables  oc^  y^  z,  w,  y, 
le  système  du  vingtième  ordre  que  composent  les  substitutions  écrites  dans 
le  tableau  (27)  de  la  page  244-  Cela  posé,  il  résultera  immédiatement  du 
6^  théorème,  que  tout  système  du  dixième  ou  du  vingtième  ordre,  formé  avec 
les  cinq  variables  x^  j^  z,  w,  t^,  comprendra,  comme  le  système  dont  il  est 
ici  question,  des  substitutions  régulières  dont  les  ordres  seront  représentés  par 
les  facteurs  premiers  des  nombres  10  et  20  ,  c'est-à-dire  des  substitutions  cir- 
culaires du  cinquième  ordre  et  des  substitutions  régulières  du  deuxième  ordre. 
D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  §  VI  (2^  théorème) ,  l'ordre  M  d'un  système 
de  substitutions  conjuguées 

I,  P,  Q,  R,... 

est  divisible  par  l'ordre  de  chacune  des  substitutions  P,  Q,  R,. .  .,  et  en  con- 

32. 
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séquence  par  «,  si  a  représente  l'ordre  de  la  substitution  P.  La  proposition 
réciproque  se  vérifie,  en  vertu  du  6*^  théorème,  quand  a  est  un  diviseur  pre- 
mier de  M ^  c'est-à-dire  qu'alors  un  système  de  substitutions  conjuguées  ne 
peut  être  de  l'ordre  M  sans  renfermer  au  moins  une  substitution  de  l'ordre  a. 
Mais  on  ne  devrait  plus  en  dire  autant  si ,  l'ordre  M  du  système  n'étant  pas 
un  nombre  premier,  a  représentait  un  diviseur  non  premier  de  M^  par 
exemple  le  nombre  /î/ lui-même.  Alors,  en  effet,  il  pourrait  arriver  que  le 
système  ne  renfermât  aucune  substitution  de  l'ordre  a.  Ainsi,  en  particulier, 
si  l'on  pose 

P  =  (X,J)(Z,«),       ÇX:=.{X,Z){J,U),       R=:PQ::=QP, 

les  quatre  substitutions 

formeront,  comme  on  l'a  déjà  remarqué  dans  le  §  Vil,  un  système  de  substi- 
tutions conjuguées;  et  ce  système  du  quatrième  ordre  ne  renfermera  pour- 
tant point  de  substitutions  du  quatrième  ordre,  mais  seulement  trois  substi- 
tutions régulières  du  deuxième  ordre ,  attendu  que  P,  Q ,  R  se  réduiront  à 

{X,f)    (Z,    W),       (X,    Z)    (j,    W),       [pC,    U)    (j,     Z). 
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MÉMOIRE 

Sur  Les  lignes  qui  divisent  en  parties  égales  les  angles  formés  par 
deux  droites, 

ET    SUR    LA    ROTATION   d'uNE  DROITE   MOBILE    DANS    l'eSPACE. 


Nous  allons,  dans  ce  Mémoire,  réunir  diverses  formules  de  Géométrie 
analytique,  à  l'aide  desquelles  nous  rechercherons  plus  tard  les  propriétés 
de  deux  systèmes  de  courbes  tracées  sur  une  même  surface. 

^  jer     —    gnf.  içs  lignes  qui  divisent  en  parties  égales  les  angles  formés  par  deux 
droites. 

Considérons  d'abord  deux  droites  qui,  partant  d'un  même  point  O,  se 
prolongent  indéfiniment  dans  des  directions  déterminées  OA  ,  OB.  Suppo- 
sons d'ailleurs  que,  le  point  O  étant  pris  pour  origine  des  coordonnées,  tous 
les  points  de  l'espace  soient  rapportés  à  trois  axes  rectangulaires  de  :r,  ^,  2; 
et  que  les  cosinus  des  angles  formés  par  les  deux  droites  OA,  OB,  avec  les 
demi-axes  des  x^  y^  z  positives,  soient  désignés, 

pour  la  première  droite,  par     a,  ê,  7; 
pour  la  seconde    droite,  par     a,,  ê,,  7,. 

Si ,  à  partir  du  point  O ,  on  porte  sur  les  deux  droites  données  des  longueurs 
OA,  OB,  dont  chacune  soit  représentée  par  l'unité;  alors  a,  ê,  7  seront 
précisément  les  coordonnées  du  point  A ,  et  a, ,  ê, ,  7,  les  coordonnées  du 
point  B.  Par  suite ,  les  différences 

a,  —  a,     ê  —  ê,     7,  —  7 

représenteront  précisément  les  projections  algébriques  de  la  longueur  AB 
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comptée  à  partir  du  point  A.  Ajoutons  que,  si  Ton  désigne  par  G  le  milieu 
de  AB,  les  demi-sommes 


représenteront  les  projections  algébriques  de  la  droite  OC,  comptées  à 
partir  du  point  O.  D'autre  part,  si  l'on  nomme  â  langle  aigu  ou  obtus, 
mais  inférieur  à  deux  droits,  qui  se  trouve  compris  entre  les  directions 
OA,  OB,  Tangle  |c?  sera  aigu,  et  l'on  aura  évidemment 

OC  =  cos-5       AB^rasin-- 

2  .  2 

Enfin ,  pour  obtenir  le  cosinus  de  l'angle  que  forme  avec  le  demi-axe  des 
jc,  j  ou  z  positives  une  droite  prolongée  dans  une  certaine  direction,  il 
suffit  de  diviser  la  projection  algébrique  d'une  longueur  mesurée  dans  cette 
direction  par  cette  longueur  même.  Donc,  pour  obtenir  les  cosinus  des  an- 
gles formés  par  la  direction  AB  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  posi- 
tives ,  il  suffira  de  diviser  les  différences 


a,  —  a,        ê,  —  ê,        y,  —  y 

.    s 

par   2  sm  -; 

et  si  Ion  nomme  a,  /x,  v  ces  trois  cosinus,  on  aura 

(>) 

2  sin  -                      2  sin  -                     2  sin  - 

Au  contraire,  pour  obtenir  les  cosinus  \,  /j-,,v,  des  angles  formés  par  la 
direction  OG  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  il  suffira  de  di- 
viser les  trois  demi-sommes 


par  cos  - ,  en  sorte  qu  on  aura  encore 

/   N  r    c^f  +  ci  ê,  H-  6  7,  -+-  7 

2  cos-  2  COS-  2COS- 

2  2  2 

Observons  au  reste  que  la  direction  OC  est  précisément  celle  de  la  ligne  qui 
divise  en  parties  égales  l'angle  â  compris  entre  les  directions  OA,  OB.  Quant 
à  la  direction  AB,  elle  est  évidemment  parallèle  à  celle  d'une  ligne  qui  divi- 
serait en  parties  égales  ,  non  plus  l'angle  â  compris  entre  les  droites  données, 
mais  l'angle  n  —  â  compris  entre  Tune  de  ces  droites  et  le  prolongement  de 
l'autre. 


(  i55  ) 

Ainsi,  en  définitive,  les  valeurs  de  X,,  [x,,  v,  déterminées  par  les  for- 
mules (2),  et  les  valeurs  de  X,  fx,  v  déterminées  par  les  formules  (i),  repré- 
sentent les  cosinus  des  angles  formés,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives,  par  deux  lignes  qui  divisent  en  parties  égales  les  angles  â  et  n  —  â' 
compris  entre  les  deux  droites  données,  ou  entre  l'une  de  ces  droites  et  le 
prolongement  de  l'autre. 

Supposons  maintenant  que  a,  ê,  7  et  a, ,  ê,,  7,  représentent  les  cosinus  des 
angles  formés  avec  les  demi-axes  des  œ,  j^,  z  positives,  non  plus  par  deux 
droites  qui  partent  de  l'origine  des  coordonnées,  mais  par  deux  droites  diri- 
gées d  une  manière  quelconque  dans  l'espace.  Alors  ce  qu'on  nommera  Vangle 
des  deux  droites  ne  sera  autre  chose  que  l'angle  â  compris  entre  deux 
droites  parallèles  partant  d'un  même  point;  et,  si  l'on  désigne  toujours  par 
X,,  p.,,  V,  ou  par  X,  /u,,  v  les  cosinus  des  angles  formés,  avec  les  demi-axes 
des  œ,  j-,  z  positives ,  par  les  lignes  qui  diviseront  en  parties  égales  l'angle  â 
ou  son  supplément,  les  formules  (i)  et  (2)  continueront  de  subsister. 

Il  est  bon  d'observer  que  les  équations  (i)  peuvent  être  remplacées  par  la 
seule  formule 

/ON  ,•      ^    2c,  —  a    6^  —  S   y^ — y 

^    ^  2  1  p  v' 

et  les  équations  (2)  par  la  seule  formule 

(4) 


■_^      Y;    -I-    Y 


F-, 


D'ailleurs  les  cosinus  a,  ê,  7  des  trois  angles  formés  par  une  même  droite 
avec  les  demi-axes  des  .r ,  j-,  2  supposés  rectangulaires,  vérifieront  toujours 
la  condition 


(5) 

a^  +  0^  4-  7-  =  I, 

et  l'on  aura  pareillement 

(6) 

a  2  4_  g  2  _^  .^2  ^  j  _ 

On  trouvera  de  même 

(7) 

X^  +  |ui^  -(-  V-  —  I 

et 

(8) 

X2_|_^^2_^V2^    ,. 

(  ^56  ) 
Enfin,  Ton  aura,  d'une  part, 

sin  0=  2  sin  -  cos  -5 
2        2 

et,  d'autre  part, 

cos  &  =  cos^ sin^  — 

2  2 

Gela  posé,  on  tirera  des  formules  (3)  et  (4),  non-seulement 
2  sin  c?  =  — . 

>.A,  +  pfA,  ■+-  vv, 

et,  par  suite, 

(9)  ^^,  +  P-i^,  4-  vv,  =  G, 


mais  encore 


(10) 


n^i=   (a.-a)-4-(g,-6r-t-(Y-y)' 
2  4 

'2  4 


et,  par  suite, 

^i  i)  cos  c?  —  aa,  +  êê  +  77, . 

Fia  formule  (11),  bien  connue  depuis  longtemps,  est  celle  qui  sert  à  exprimer 
le  cosinus  de  langle  compris  entre  deux  droites  en  fonction  des  cosinus  des 
angles  que  forment  ces  deux  droites  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  po- 
sitives, supposés  rectangulaires.  Quant  à  la  formule  (g),  elle  exprime  simple- 
ment que  les  deux  lignes  qui  divisent  les  quatre  angles  formés  par  deux 
droites  en  parties  égales  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

S  S 

Les  valeurs  de  sin-  et  de  cos -5  tirées  des  équations  (10),  sont  respecti- 
vement 


[  sin  -  =  -  V(a,  -  a)^  -1-  (g  -  g)^  +  (7,  -  7)^ 
(12) 


cos^  =  ^V(a,  -h  df  +  (g,  -h  ê)^  -f-  (7,  +  7)^- 
Si  l'on  substitue  ces  mêmes  valeurs  dans  les  formules  (3)  et  (4),  on  trouvera 


(i3)         -^- 

^       '  a,  —  i 


—  _L_ 


^,-6         7.-7  v'(«,-=')^  +  (ê,-ê)^  +  (7,-7^^" 


(i4) 


\, 


—     ■'^^ 


g, 


+  s  7,  +  7  \l[^,  4-  a)^  +  (6,  H-  ê)=  -h  (7,  -h  y)' 


(  25?  ) 
Lorsque  les  valeurs  de  a,  ê,  y,  a,,  §  ,  7,  seront  données ,  celles  de  >.',  p.,  v  , 
).,,  jUL,,  V,  se  déduiront  immédiatement  des  formules  (i3)  et  (i4)- 

Si  les  deux  droites  données  représentent  une  droite  mobile  considérée 
successivement  dans  deux  positions  diverses,  alors,  en  désignant  par  Aa, 
AS,  Ay  les  accroissements  que  prendront  les  cosinus  a,  ê,  y  quand  on  passera 
de  la  première  position  à  la  seconde,  on  aura 

a,^=^  a.  -\-  Aa,        g  =  g  +  Aê,        y^  =  y  -f-  Ay, 

et,  par  suite,  la  formule  (i3)  donnera  simplement 

'i5^  A  =,  Ji  ^  JL  ^ 

~        '  Aa  A6  A7  y/(Aap  +  (A6)^  +  (Ayr^ 

tandis  que  la  première  des  formules  (12)  donnera 


(16)  sin^  =  iv'(Aa)^  +  (Aê)^  +  (Ay)^ 


§  H.    —   Sur  la  rotation  d'une  droite  mobile  dans  l'espace. 

Concevons  qu'une  droite  se  meuve  dans  l'espace  de  manière  que  sa  posi- 
tion et  sa  direction  varient,  par  degrés  insensibles,  avec  la  valeur  d'une  cer- 
taine variable  indépendante,  qui  sera  désignée  par  t;  et  supposons  d'abord, 
pour  plus  de  simplicité,  que  cette  droite  mobile  ait  constamment  pour  ori- 
gine un  certain  point  fixe  O.  Concevons  encore  que,  ce  point  fixe  étant 
pris  pour  origine  des  coordonnées,  on  rapporte  tous  les  points  de  l'espace  à 
trois  axes  rectangulaires  des  x,  j,  z.  Enfin,  considérons  deux  directions 
distinctes  et  successives  de  la  droite  mobile.  Si  l'on  nomme  a.,  §,  -^^  les  cosi- 
nus des  angles  que  forme,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  la 
première  de  ces  deux  directions,  et  si  l'on  indique,  à  l'aide  de  la  caracté- 
ristique A ,  l'accroissement  que  prend  une  fonction  quelconque  de  la  variable 
indépendante ,  tandis  que  la  droite  mobile  passe  de  la  première  direction  à 
la  seconde,  l'angle  â  compris  entre  les  deux  directions  sera  déterminé  par 
l'équation  (16)  du  §  P"",  c'est-à-dire  par  la  formule 


(i)  sin^  =  ^V(Aa)^+(Ag)^+(Ay)^ 

et  cet  angle  représentera  ce  qu'on  peut  appeler  la  rotation  de  la  droite  mo- 
bile,  dans  le  passage  d'une  direction  à  l'autre.  Soient  d'ailleurs  OA,  OB 
deux  longueurs  égales  à  l'unité ,  qui  se  mesurent,  à  partir  de  l'origine  O  des 
coordonnées ,  sur  les  deux  directions  successives  de  la  droite  mobile ,  et 

Ex.  dAn.  et  de  Ph.  math.,  T.  III.   (52^  livr.)  33 
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nommons  X,  /x,  y   les  cosinus  des  angles  formés,  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives,  par  la  droite  AB  comptée  à  partir  du  point  A.  On 
aura  encore,  en  vertu  de  la  formule  (i  5)  du  §  P% 

Aa  ~  A6  "~  Ay  ~  \J'{Â^!y+~{K^Y'^r(^f 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(3)  ^  =  i^  =  ^  =  ,  JK^FTWf^JW^ 

et  si  l'on  divise  les  deux  membres  de  l'équation  (3)  par  laccroissement  At  de 
la  variable  indépendante  t ,  on  trouvera 


Aê 


^-i 


Si  au  contraire  on  divise  par  At  ies  deux  membres  de  i équation  (i),  celle 
qu'on  obtiendra  pourra  être  présentée  sons  la  forme  suivante  : 


sin(l^) 


\/iW-(fr-(sr 


Concevons  maintenant  que  raccroissemenl  At  de  la  variable  indépendante 
devienne  infiniment  petit;  l'angle  â  deviendra  lui-même  infiniment  petit, 
aussi  bien  que  les  accroissements  Aa,  Aê,  Ay  des  variables  a,  g,  y  :  alors, 

tandis  que  At  décroîtra  indéfiniment,  la  fraction  —,  -'est-à-dire  le  rapport 

entre  l'angle  â  et  l'accroissement  de  la  variable  indépendante,  conver^'^era 
vers  une  certaine  limite  que  nous  nommerons  le  module  de  rotation  de  la 
droite  mobile.  En  désignant  par  a  cette  limite,  et  en  observant  que,  pour 
des  valeurs  infiniment  petites  de  A^,  les  rapports 

■^S  Aa  A6  A7 

sin  I  ^  '  A^  '  A/  '  At 

convergent  eux-mêmes  vers  les  limites 

I,       D,a,       D,é,       D,7, 

on  tirera  de  la  formule  (5  ; 

(6)  «  =  v^(lv7~+7D,g)=  -h  CT)rîf. 

De  plus,  quand   At  deviendra   infiniment  petit,   la  formule   (4)  donnera 


(»59) 
évidemment 


(7)  {J),a  =  iD,ê  =:  -Dr/  =■  V  (D,a)^  +  (D,ê)^  +  (J),y)\ 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(8)  1^^'^-=  i'^^^  =  ;I>,7==«; 
ft  Ton  en  conclura 

X  .  D,a  D,6  D,7 

19)  ■'■  =  -r'     ("'  =  —'     '  =  '^' 

Mais  alors  aussi,  l'angle  â  étant  infiniment  petit,  les  deux  antres  angles  du 
triangle  isocèle  OAB  seront  sensiblement  droits,  et,  par  suite,  la  base  AB  de 
(;e  triangle  sera  sensiblement  perpendiculaire  à  chacun  des  côtés  OA,  OB.  I! 
y  a  plus  :  les  droites  OA ,  OB  étant  deux  arêtes  du  cône  qui  a  pour  sommet  le 
point  O  et  pour  génératrice  la  droite  mobile ,  le  plan  qui  renfermera  ces 
deux  arêtes  se  rapprochera  indéfiniment,  pour  des  valeurs  infiniment  petites 
de  &,  du  plan  qui  touchera  le  cône  suivant  larête  OA.  Cela  posé ,  les  valeurs 
de  X,  p.,  V,  déterminées  parles  équations  (9),  exprimeront  évidemment  les 
cosinus  des  angles  formés,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives, 
par  une  perpendiculaire  menée  à  la  droite  mobile  dans  le  plan  tangent 
au  cône  qu'elle  décrit,  cette  perpendiculaire  étant  d'ailleurs  dirigée  dans 
le  sens  qu'indique  le  mouvement  de  rotation  de  la  génératrice  du  cône 
Nous  représenterons  généralement  le  module  de  rotation  «  par  une  longueur 
mesurée  sur  la  perpendiculaire  dont  il  s'agit,  et  dirigée  dans  le  même  sens 
qu'elle.  Dès  lors  les  projections  algébriques  de  ce  module  sur  les  axes  des 
X,  y.  z  seront  évidemment  exprimées  par  les  trois  produits 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  aux  formules  (9^,  par  les  trois  dérivées 

l),a.       D,ê,       D,/. 

Nous  avons  suppose  jusqu'ici  que  la  droite  mobile  OA  passait  constamment 
par  un  point  fixe  O.  Si  cette  condition  n'était  pas  remplie,  on  pourrait  ima- 
giner une  seconde  droite  qui,  partant  d'un  point  fixe  de  Tespaee,  resterait 
constamment  parallèle  à  la  droite  mobile  OA,  et  le  module  de  rotation  de 
cette  seconde  droite,  transporté  parallèlement  à  lui-même,  de  manière  a 
offrir  pour  première  extrémité  un  point  de  la  droite  mobile  j  serait  ce  que 
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nous  appellerions  le  module  de  rotation  de  cette  dernière.  Ainsi  défini,  le 
module  de  rotation  de  la  droite  mobile  se  confond  avec  la  limite  du  rapport 
qu'on  obtient  quand  on  divise  l'angle  infiniment  petit  compris  entre  deux 
directions  de  cette  droite,  successivement  considérée  dans  deux  positions  in- 
finiment voisines,  par  l'accroissement  qu'acquiert  la  variable  indépendante, 
tandis  que  l'on  passe  de  la  première  direction  à  la  seconde.  Ajoutons  que  cr 
même  module  se  mesure  sur  une  perpendiculaire  menée  à  la  première  direc- 
tion dans  le  plan  qui  la  renferme ,  et  qui  est  parallèle  à  la  seconde  direction , 
ou  plutôt  sur  le  demi-axe  dont  s'approcbe  infiniment  cette  perpendiculaire  , 
prolongée  à  partir  d'un  point  situé  sur  la  direction  de  la  droite  mobile,  dans 
le  sens  indiqué  par  le  mouvement  de  rotation  de  cette  droite.  Gela  posé . 
soient  toujours 

t  la  variable  indépendante; 

a,  ê,  y  les  cosinus  des  angles  formés  parla  droite  mobile  OA  avec  les  demi- 
axes  des  oc^  j^  z  positives  ; 

y.  le  module  de  rotation  de  la  droite  mobile; 

À,  /a,  V  les  cosinus  des  angles  formés  par  le  module  de  rotation  '><  avec  les 
demi-axes  des  x,  y,  z  positives. 

fjes  quantités  « ,  À,  ja,  v  se  trouveront  généralement  liées  aux  cosinus  a  ,  é,  y 
par  les  formules  (6),  (9);  et,  en  conséquence,  les  projections  algébriques  du 
module  y.  seront  exprimées  par  les  trois  produits 

(10)  «X  =  D^a,       ^fJL  =  D^ê,       yv  =  D^y. 

Il  est  bon  d'observer  que  les  cosinus  a,  ê,  y  des  trois  angles  formés  par  la 
droite  mobile,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  vérifient  l'équa- 
tion de  condition 

^^i  i)  c/}  +  ê^  +  y-  =  f. 

Or,  de  cette  équation,  différentiée  par  rapport  à  t,  on  tire 

aDf  a  +  êD^g  +  y  ^r/  =  o  , 

et  par  suite,  eu  égard  aux  formules  (10), 

(12)  aX  +  ^[x  +  yv  =  o. 

Le  résultat  auquel  nous  venons  de  parvenir  pouvait  être  aisément  prévu  ;  car 
l'équation  (11)  exprime  simplement  que  la  direction  du  module  x  est  per- 
pendiculaire à  celle  de  la  droite  mobile. 


(  ^6i  ) 
Quel  que  soit,  sur  une  droite  mobile,  le  point  à  partir  duquel  se  mesure 
le  module  de  rotation  de  cette  droite ,  il  est  clair  que  la  direction  de  ce  mo- 
dule variera  généralement,  comme  la  direction  de  la  droite  elle-même,  avec 
la  variable  indépendante  t.  On  pourra  donc  rechercher  non-seulement  le 
module  de  rotation  k  de  la  droite  mobile ,  mais  encore  le  module  de  rota- 
tion u  du  module  y,  puis  le  module  de  rotation  du  module  u ,  etc.  On  trou- 
vera ainsi  successivement  ce  que  nous  appellerons  les  modules  de  rotation 
des  divers  ordres  de  la  droite  mobile ,  le  module  du  module  étant  désigné 
sous  le  nom  de  module  du  second  ordre j  tout  comme  la  différentielle  de  la 
différentielle  d'une  fonction  quelconque  est  désignée  sous  le  nom  de  dijfé- 
rentielle  du  second  ordre.  Si  d  ailleurs  on  représente  par 

les  cosinus  des  angles  que  formera  le  module  du  second  ordre  u,  ou  plutôt  la 
direction  de  ce  module,  avec  les  demi-axes  des  x^  y,  z  positives,  les 
quantités 

auront  évidemment,  avec  les  cosinus  À,  ,a,  v  ,  des  relations  semblables  à  celles 
que  les  formules  (6)  et  (9)  établissent  entre  les  quantités 

«  ,    X  ,     fJL ,    V 

et  les  cosinus  a,  ê,  y.  Donc  le  module  du  second  ordre  u,  et  les  cosinus 
9?  X»  ^  ^^^  angles  qui  déterminent  la  direction  de  ce  module,  se  déduiront 
des  cosinus  X,  /ji  ,  v ,  à  l'aide  des  équations 


(i3)  u  =  s(D,X)^  +  (D,rt^  +  (D,v)% 

(i4)  uXr=D^X,     u/x  =  D^jO,,     uv  =  DfV. 

De  plus,  aux  formules  (11)  et  (12)  on  pourra  joindre  les  formules  semblables 

(i5)  X^  +  .a^  +  '/^r  I, 

(16)  X(p  H-,ax  + vt]>  =  o, 

dont  la  seconde  exprime  que  les  directions  sur  lesquelles  se  mesurent  les 
modules  du  premier  et  du  second  ordre  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre. 
On  obtiendra  des  résultats  du  même  genre,  en  considérant  les  modules 
de  rotation  des  ordres  supérieurs  au  second.  Ajoutons  que  des  équa- 
tions (12),  (î6),  différentiées  par  rapport  à  ^,   on  déduira  des  formules 
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nouvelles.  Ainsi,  en  particulier,  la  formule  (12)  donnera 

XD^a-h  /xDfê  -+-  vD,7  +  aD^X  +  êD^/ji  -h  yD^v  =  o. 
Mais,  des  formules  (10)  jointes  à  Téquation  (i5)  on  tirera 

»  =  XD^a  +  /ut,Df  S  -f-  vD^y. 
On  aura  donc  encore 

«  +  aD^X  -+-  êDffx  -h  yD^v  =  o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même. 

(17)  «  =  —  (aDfX -I- êDf|ui -h  yD^v), 

puis  on  tirera  de  l  équation  (17%  jointe  aux  formules  (i4), 

«  =  —  u(a(p  +  ê;(  -h  y^). 
D'ailleurs  le  trinôme 

représente  le  cosinus  de  Tangle  formé  par  la  droite  mobile  avec  la  direction 

du  module  u.  Donc,  si  Ton  désigne  par  w  une  longueur  mesurée  dans  la 

/\ 

direction  de  la  droite  mobile,  et  par  (w,u)  l'angle  compris  entre  cette  direc- 
tion et  celle  du  module  u,  on  aura 

/\ 

•  iS)  a(p  -h  èy^  -h  y^  =:  cos(^w,k), 

et,  par  suite, 

/s 

19}  ii  =  —  u  cos(w,u). 

Cette  dernière  équation  fournit  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

i^*"  Théorème.  Le  module  de  rotation  du  premier  ordre  d'une  droite  mo- 
bile est  numériquement  égal  au  module  de  rotation  du  second  ordre,  projeté 
3ur  cette  droite.  Mais  la  droite  mobile  et  son  module  de  rotation  du  second 
ordre,  projeté  sur  elle-même ,  sont  dirigés  en  sens  inverse. 
Soient  maintenant 

a,  b,  c 

les  cosinus  des  angles  formés,  avec  les  demi-axes  des  x,  ^,  z  positives,  par 
une  perpendiculaire  au  plan  qui  renferme  à  la  fois  la  droite  mobile  et  son 
module  de  rotation  »  du  premier  ordre.  On  aura  non-seulement 

(20)  aa  -^  ëb  -\-  yc  =  o , 
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mais  encore 

(21)  la  -\-  fxb  -h  'jc  =  o, 

et,  par  suite, 

'^^^>'  ev  —  Vfx  ~   7>  —  ^v  apt  —  €-> 

Gomme  on  aura  d^ailleurs 

(23)  a""  +  b^  +  C''  =  1, 

et,  en  vertu  des  équations  (i  i),  (12),  (i5), 

(gv  — 7pi)'^H-(7>  — av)'4-(api-SA)^  =  (a'-h€'  +  7^)(/=  +  f*^  +  v')— (aX  +  6f*  +  7v)^=i, 

on  tirera  de  la  formule  (22) 

/     ,x  a         b  (■         _^ 

^^■^^  ■     êv  —  7fx  ~   7^  —  av  "■    aa—  a 

La  formule  (24)  fournira,  pour  a,  b,  c,  deux  systèmes  de  valeurs  corres- 
pondants aux  deux  directions,  opposées  l'une  à  l'autre,  suivant  lesquelles 
peut  se  prolonger  une  droite  perpendiculaire  au  plan  qui  renferme  à  la  fois 
la  droite  mobile  et  le  module  y.  Si  entre  ces  deux  directions  on  choisit  celle 
qui  réduit  le  double  signe  ±:  au  signe  +  ,  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (24) ,  on  aura  simplement 

pt,  par  suite, 

(26)  a=:  Ëv  —  yu. ,     />  =  yX  —  av  ,     c  ^=  ap.  —  êX. 

Concevons  à  présent  que  la  droite  mobile  qui  formait ,  avec  les  demi-a.\e^ 
des  .x",  j",  s  positives,  des  angles  dont  les  cosinus  étaient  a,  ê,  y,  soit  rem- 
placée par  une  nouvelle  droite,  savoir,  par  celle  qui  forme,  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives,  des  angles  dont  les  cosinus  a,  b,  c  se  dédui- 
sent des  équations  (26).  Nommons  6  le  module  de  rotation  de  cette  nou- 
velle droite,  et  l,  m,  n  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  direction  de  ce 
module  avec  les  demi-axes  des  x,  j-,  z  positives.  Des  relations  semblables  à 
celles  que  les  formules  (6)  et  (10)  établissaient  entre  les  quantités 

a,   é,  y     et     K,  X,  jU,,  V 

subsisteront  encore  évidemment  entre  les  quantités 

a,  />,  c     et     Ô,  /,  m,  n. 
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Donc  le  module  5  et  les  cosinus  /,  m^  n  se  déduiront  des  cosinus  a,  h^c.a 
l'aide  des  formules 


(>7)  e  =  sJ{D,af  +  {D,by  +  {D,c)\ 

{28)  Ol  =  D,a,     6/71  =  1),/?,     6n  =  D,c. 

D'ailleurs,  en  ayant  égard  aux  formules  (10),  on  tirera  des  équations  (26) 

(29)       D,«  =  gD,v-7D,p.,     D,b=yT>,l-aD,v,     D,c  rrraD.p.  -  êD,>., 

et,  par  suite, 

3o)  aDta  +  §Dtb -h  yBtC  =  o, 

ce  que  Ton  pourrait  aussi  conclure  de  l'équation  (20),  différentiée  par  rap- 
port à  i  et  combinée  avec  les  formules  (10)  et  (26).  De  plus,  l'équation  (23). 
différentiée  par  rapport  à  t ,  donnera 

(3i)  '  aDiU -h  bDtb  +  cDtC  =  o; 

et  des  formules  (3o),  (3i),  jointes  aux  équations  (28).  ou  tirera 

^^^^  I    a/+ê//i  +  7^==o, 

\   al-h  bin  -h  cn=  o. 

Or,  pour  obtenir  les  équations  (32),  qui  sont  linéaires  par  rapport  a 
/,  7w,  7z,  il  suffit  évidemment  de  remplacer,  dans  les  équations  (12)  et  (21), 

>,  par  /,  (J.  par  m,  v  par  n.  Donc  les  valeurs  des  rapports  —5      ?   tirées  (\es 

formules    (32),   seront   respectivement   égales   aux   valeurs   des    rapports 

^5  ^,  tirées  des  formules  (12)  et  (19);  et  Ton  aura 

il  _  m  ^  _    « 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(33)  ■'  =  "  =  "^ 

puis,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i 5)  et  à  la  suivante, 

(34)  P  -hm^  ^n'  =  i, 
on  conclura  de  la  formule  (33) 

(35)  /       ™       .        , 


P 
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Donc  la  direction,  sur  laquelle  se  mesurera  le  module  de  rotation  B,  ne 
pourra  être  que  la  direction  sur  laquelle  se  mesurait  déjà  le  module  de  rota- 
tion «,  ou  la  direction  opposée.  On  arriverait  encore ,  sans  calcul ,  aux  mêmes 
conclusions,  en  se  bornant  à  comparer  les  formules  (3^)  aux  formules  (12) 
et  (21),  et  en  observant  que  ces  formules  fournissent,  pour  direction  du 
module  B  ou  du  module  «,  celle  d'une  perpendiculaire  aux  deux  droites  qui 
forment ,  avec  les  demi-axes  des  x  ^j^z  positives ,  des  anjjles  dont  les  cosinus 
sont,  d'une  part,  a,  é',  7,  et,  d autre  part,  a^b,  c.  D'ailleurs,  rien  ne  déter- 
mine à  priori  le  signe  qui  doit  précéder  l'unité  dans  le  dernier  membre  de 
la  Formule  (35).  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

1^  Théorème.  Si,  après  avoir  construit  le  module  de  rotation  w  dune 
droite  mobile,  on  élève  une  perpendiculaire  au  plan  qui  renferme  à  la  fois 
ce  module  et  la  droite  elle-même,  le  module  de  rotation  0  de  cette  perpen- 
diculaire et  le  module  de  rotation  ^  de  la  droite  mobile  se  mesureront  sur  un 
même  axe;  mais  ils  pourront  offrir  ou  une  direction  unique  ou  des  directions 
opposées. 

Revenons  maintenant  aux  formules  (29).  De  ces  formules,  jointes  aux 
équations  (i4)  et  (28),  on  tirera 

(36)  Bl  =  u(§(ii  —  Yy^),     Qm  =  11(79  —  a^),     Sn  —  v[y.y^  —  c^), 

et  par  suite,  eu  égard  à  la  formule  (34), 

Q-'  =r  u2[(gd;  -  7/J2  ^  (y,^   _   y,^y  ^  (^^^  _  g^^2-|^ 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même, 


:;37)  B  =  vs{^^  -  yxf  +  (7?  -  v-^y  4-  (a/  -  c©)^ 

Mais,  d'autre  part,  en  ayant  égard  aux  formules  (i  i),  (18)  et  à  l'équation 

(38)  f  ■+-  /:  +  'i^'  ==  I , 

on  trouvera 

(Ç  Aj  _ ,/  y  y  u-  (^^  _  a-»;)'  -+-  (ax  -  t^Y  =  {y:-  -4-  6  -^  +  7')  {f  -h  y:-  +  -h''^  -  '>  y  4-  ^ry  -f -  7  -Vf 
=  I  —  cos'  (w,-j)  =  sin-  (w,-j). 
Donc  la  formule  (37)  donnera 

(39)  B  ■=.  '0  sin(w,u). 

Mais  usin(w,y)  représentera  évidemment  le   module  du   second  ordre 
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projeté  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  droite  mobile.  Donc 
la  formule  (89)  entraînera  immédiatement  la  proposition  suivante: 

3^  Théorème.  Si,  après  avoir  construit  les  deux  premiers  modules  de  rota- 
tion d'une  droite  mobile,  c'est-à-dire  les  modules  de  rotation  du  premier  et 
du  second  ordre  y  et  u,  on  élève  une  perpendiculaire  au  plan  qui  renferme 
à  la  fois  ce  module  et  la  droite  elle-même,  le  module  de  rotation  de  cetle 
perpendiculaire  se  déduira  aisément  du  module  du  second  ordre  y ,  et  sera 
numériquement  égal  à  la  projection  de  ce  module  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à  la  droite. 

En  ayant  égard  à  l'équation  identique 

cos^  (w,  v)  -f-  sin^  (o),  y)  =  1  , 
on  tire  immédiatement  des  formules  (19)  et  (39) 

(4o)  S^2  +  $2  =  U^ 

On  arriverait  aussi  à  la  même  conclusion,  en  observant  que  l'on  tire  des  for- 
mules (38)  et  (29) 

et  de  cette  dernière,  jointe  aux  formules  (11),  (17)  et  (14)7 

w=^  +  52  ^  (\),iY  +  (d;/j.)=^  +  (D,v)^  =  v\ 

On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 

4'"  Théorème.  Si ,  îiprès  avoir  construit  les  deux  premiers  modules  de  rota- 
tion d'une  droite  mobile,  c'est-à-dire  les  modules  du  premier  et  du  second 
ordre  «  et  u,  on  élève  une  perpendiculaire  au  plan  qui  renferme  à  la  fois  le 
module  du  premier  ordre  «  et  la  droite  elle-même,  le  module  de  rotation  6 
de  cette  perpendiculaire  offrira  un  carré  0%  qui,  étant  ajouté  au  carré  «^  du 
module  du  premier  ordre  «.  donnera  pour  somme  le  carré  u^  du  module 
du  second  ordre  u. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  point  spécifié  la  nature  de  la  variable  indépen- 
dante t.  Dans  le  cas  particulier  où  cette  variable  représente  le  temps,  et  où 
la  droite  mobile  OA  passe  par  un  point  fixe  O,  le  module  -^ ,  c'est- 
à-dire  le  module  de  rotation  du  premier  ordre  delà  droite  OA,  n'est  évi- 
demment autre  chose  que  la  vitesse  du  point  A  situé  sur  la  droite  mobile  à 
l'unité  de  distance  du  point  fixe.  Donc  alors  le  module  de  rotation  y  se  ré- 
duit à  ce  qu'on  doit  appeler  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  la  droite  mo- 
bile. Alors  aussi,  pour  établir  directement  les  formules  (10),  il  suffit  d'ob- 
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server  que,  le  point  O  étant  pris  pour  origine, 

a,  g,   7     et     D,a,  D,g,  0,7 

représenteront,  d'une  part,  les  coordonnées  du  point  A,  et,  d'autre  part,  les 
projections  algébriques  de  la  vitesse  de  ce  même  point,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  les  projections  algébriques  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de 
la  droite  OA. 

Si,  le  temps  t  étant  toujours  pris  pour  variable  indépendante,  la  droite 
mobile  OA  se  meut  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  en  chan- 
geant de  position  et  de  direction  par  degrés  insensibles ,  mais  sans  être  assu- 
jettie à  passer  constamment  par  le  même  point  fixe  O,  la  vitesse  angulaire 
de  rotation  de  cette  droite  ne  sera  autre  chose  que  la  vitesse  angulaire  de  ro- 
tation d'une  droite  parallèle,  par  conséquent  d'une  droite  qui  formera 
les  mêmes  angles  avec  les  axes  coordonnés.  Donc,  si  l'on  nomme  tou- 
jours a,  ê,  y  les  cosinus  des  trois  angles  formés  par  la  droite  mobile  avec  les 
demi-axes  des  x ,  j^  z  positives,  la  vitesse  angulaire  -à  de  cette  droite  offrira 
encore  des  projections  algébriques  représentées  par  les  trois  dérivées 

D,a,     D,g,     0,7, 

et  ces  trois  dérivées  seront  encore  liées  à  la  vitesse  angulaire  et  aux  cosinus 
).,  a,  V  des  angles  que  formera  la  direction  de  la  vitesse  ■<i ^  avec  les  demi-axes 
des  oc^j^  z  positives,  par  les  équations  (9), 

§  III.    —   Modules  de  rotation  d'une  droite  mobile  qui  s'appuie  constamment  sur  une 
courbe  donnée. 

Supposons  qu'une  droite  mobile  s'appuie  constamment  sur  une  courbe 
dont  les  coordonnées,  relatives  à  trois  axes  rectangulaires,  soient  repré- 
sentées par 

x;  j,  z. 

Nommons  s  l'arc  de  cette  courbe ,  compté  positivement  dans  un  certain 
sens,  et  aboutissant  au  point  {x,  j,  z).  Prenons  cet  arc  pour  variable  indé- 
pendante, et  soient 

a,   ê,   7 

les  fonctions  de  s  qui  représentent  les  cosinus  des  angles  formés,  par  la  droite 
mobile  prolongée  dans  une  certaine  direction,  avec  les  demi-axes  des  jc,r,  z 
positives.  Enfin,  i^s  étant  un  très-petit  accroissement  attribué  à  l'arc  s,  nom- 
mons 0'  l'angle  infiniment  petit  que  décrit  la  droite  mobile  tandis^  que  son 

34/ 


(  268  ) 

point  d'appui  sur  la  courbe  donnée  parcourt  l'arc  infiniment  petit  A^  ;  eu 
sorte  que  &  désigne  l'angle  compris  entre  les  deux  directions  extrêmes  de  la 
droite  mobile  correspondantes  aux  deux  extrémités  de  l'arc  A^^.  Si  par  la  pre- 
mière de  ces  deux  directions  on  fait  passer  un  plan  parallèle  à  la  seconde,  et 
si,  dans  ce  plan,  on  porte  une  longueur  numériquement  représentée  par  le 

rapport  ~,  sur  une  perpendiculaire  à  la  première  direction,  cette  perpen- 
diculaire étant  prolongée  dans  le  sens  indiqué  par  le  mouvement  de  rotation 
de  la  droite  mobile  OA  ;  le  rapport  dont  il  s'agit,  ou  plutôt  la  limite  <<  vers 
laquelle  convergera  ce  rapport,  tandis  que  l'arc  élémentaire  A^  deviendra  de 
plus  en  plus  petit ,  représentera ,  en  grandeur  et  en  direction ,  d'après  les  dé- 
finitions adoptées  dans  le  §  II,  ce  qu'on  devra  nommer  le  module  de  rotation 
de  la  droite  mobile.  Soient  d'ailleurs 

).,  .a,  V 

les  cosinus  des  angles  formés,  par  la  direction  du  module  y,  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives.  Les  valeurs  des  quantités 


seront  celles  que  fourniront  les  équations  (6)  et  (lo)  du  §  II,  quand  on  y  rem- 
placera la  variable  indépendante  t  par  la  variable  indépendante  s.  On  aura 
donc 


et 

(2)  JiX  =  D,a,     -riu.  =  D^ê,     «V  —  D//. 

Pareillement,  si  l'on  nomme  v  le  module  du  module  de  rotation  de  la 
droite  mobile,  ou,  en  d'autres  ternies,  le  module  de  rotation  du  second 
ordre j  et  o,  /  ,  à  les  cosinus  des  angles  formés,  par  la  direction  du  module  u. 
avec  les  demi-axes  des  j:',j",  z  positives,  on  aura,  en  prenant  toujours  l'arc  s 
pour  variable  indépendante , 

(3)  V  =  sK^Xy^'^'HDs'af  +  (!->/>)% 

Enfin,  si  par  un  point  de  la  droite  mobile  on  élève  une  perpendiculaire 
au  plan  qui  renferme,  avec  celte  droite,  son  module  de  rotation  du  premier 
ordre,  non-seulement  cette  perpendiculaire,  prolongée  dans  un  certair! 
sens,  formera,  avec  les  demi-axes  des  x,j,  z  positives,  des  angles  dont  les 
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cosinus  a  ,  Z>,  c  seront  déterminés  par  les  formules 

(5)  rt  =  o  V  —  '([}. ,     h  =  y  A  —  av ,     c  -—  a/j.  —  €/.  ; 

mais,  de  plus,  le  module  de  rotation  Q  de  cette  perpendiculaire,  considérée 
comme  fonction  de  l'arc  s  pris  pour  variable  indépendante,  sera  déterminé 
par  la  formule 


et  se  mesurera  sur  le  même  axe  que  le  module  s^,  sans  que  l'on  puisse  toute- 
fois affirmer  qu'il  se  mesurera  dans  le  même  sens. 

Soit  maintenant  w  une  longueur  mesurée  sur  la  droite  mobile,  et  sur  la 
direction  même  qui  forme,  avec  lesdemi-axes  des  x,^,  2 positives,  les  angles 
dont  les  cosinus  sont  représentés  par  a,  ê  ,  y.  Si  l'on  se  sert  de  la  notation 
(w,u)  pour  exprimer  l'angle  compris  entre  les  directions  de  w  et  de  -j .  on 
aura,  en  vertu  des  formules  (19),  (39),  (4o)  du  §  II, 

(y)  «  =  —  u  cos(w,  Kj,     5  =  usin(w,y;, 

et,  par  suite, 

(8)  ■,^-^0'=^v\ 

Donc,  si  l'on  projette  le  module  du  second  ordre  v  :  i"  sur  la  droite  mobile  , 
2°  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  de  cette  droite,  les  projections 
ainsi  obtenues  seront  exprimées  numériquement  par  le  module  du  premier 
ordre  «,  et  par  le  module  9;  et  ces  deux  derniers  modules  pourront  repré- 
senter les  deux  côtés  d'un  triangle  rectangle  qui  aurait  pour  hypoténuse  le 
module  ii. 

Concevons  à  présent  que  l'on  désigne  par  les  lettres 

les  rapports  inverses  des  modules 

>;,  0,  u; 
en  sorte  qu'on  ait 

(9)  p=i^  '=1  ^=^ 

et,  par  suite, 

(10^  -^^--^     0=-^     v=-- 

\       -  D  r  V 
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Chacune  des  quantités 

p,  r,  . 

pourra  être  représentée,  comme  le  module  qui  lui  correspond,  par  une  lon- 
jjiieur  portée  sur  la  direction  de  ce  module.  On  peut  même  observer  qu'elle 
se  trouvera  tout  naturellement  représentée  par  une  longueur,  si  l'on  ex- 
prime, suivant  l'usage,  les  angles  par  de  simples  nombres.  Car  la  quantité  p, 
par  exemple,  étant  l'inverse  du  module  a  qui  représente  la  limite  du  rapport 

—  ,  sera  elle-même  la  limite  du  rapport -y  Elle  sera  donc  de  même  nature 

que  e  rapport,  et,  par  suite,  de  même  nature  que  l'arc  Ai",  si  l'angle  &  est  ré- 
duit à  un  simple  nombre.  Donc  alors  la  quantité  p  sera  de  la  nature  des  lon- 
gueurs. Ajoutons  qu'en  vertu  des  formules  (9)  ou  (10),  les  équations  (i),  (2), 

(3),  (4),  (6)  donneront 


(11)  ^-  =  V(  D,  af  +  (  Bs^Y  +  (  D.  y? . 

(12)  >.  =  pD,a,     iJ.  =  pD,o,     v  =  pD//, 


(i3)  ^  =  V(D,X)^  +  (D,/x;2  +  (D,vf. 

(i4)  ©  =  -Da,     x=:^D,y.,     d^^tD^v, 

Observons  enfin  que,  la  longueur  t-  étant  mesurée  sur  la  direction  du  module 
y,  l'angle  (w,  u)  pourra  être  encore  exprimé  par  la  notation  (o),ï).  Donc  les 
formules  (7),  jointes  aux  équations  (10),  donneront 

I  I  /N  I  I  /\ 

1 1 6)  ~  —  ~"  r  ^^^  (^-^  ?  V  '     ~  =  -  siii  (w,  ^) , 

tandis  que  la  formule  (8)  donnera 

/     \  III 

(•7)  7.-  +  7^  =  Tr- 

Pour  montrer  une  application  très-simple  des  formules  diverses  que  nous 
venons  d'établir,  considérons,  en  particulier,  le  cas  où  la  droite  mobile  se 
confond  avec  la  tangente  menée  à  la  courbe  proposée  par  l'extrémité  de 
l'arc  6",  c'est-à-dire  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  ^,  r,  z;  cette 
tangente  étant  d'ailleurs  dirigée  dans  le  sens  suivant  lequel  se  mesurent  les 
arcs  positifs.  Dans  ce  cas,  les  cosinus  a,  ê,  7  des  angles  formés  par  la  droite 


(  '>1^  ) 

mobile  avec  les  demi-axes  des  x,  j,  z  positives  seront  respectivement 

(i8)  a=D,x,     €  =  D,j,     7=:D,z. 

Alors  aussi  â  sera  l'an^rlc  compris  entre  les  deux  tangentes  menées  par  les 
deux  extrémités  de  l'arc  Ai".  En  d'autres  termes,  â  sera  ce  qu'on  nomme 
Yangle  de  contingence;  et,  comme  l'arc  Ai-,  compté  à  partir  de  Fextrémité 
de  lare  s,  sera  d'autant  plus  courbe  que  l'angle  r)  sera  plus  considérable,  le 
rapport 


représentera  naturellementce  qu'on  peut  appeler  hcoiirbure  mojenneàe  l'arc 
Ai-.  Ajoutons  qu'en  faisant  décroître  indéfiniment  l'arc  Ai,  on  verra  sa  cour- 
bure moyenne  converger  vers  une  certaine  limite  «  qui  sera  précisément  ce 
qu'on  appelle  la  courbure  de  Tare  s,  mesurée  à  l'extrémité  de  cet  arc.  Donc 
cette  courbure  ne  différera  pas  du  module  de  rotation  de  la  tangente ,  détei- 
miné  par  la  formule  (i).  Quant  aux  cosinus  X ,  fx  ,  v  des  angles  formés,  avec 
les  demi-axes  des  x,  j,  z,  positives,  par  la  ligne  sur  laquelle  se  mesurera  le 
module  ^,  ils  seront  déterminés  par  les  formules  (2)  desquelles  on  tirera,  eu 
égard  à  la  formule  (i), 

(19.)  __-.Jl-  = 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  aux  équations  (18), 

,  ^    ^  >     __     p     _     ^      _. I 

Donc  cette  ligne  sera  non-seulement  une  perpendiculaire  à  la  tangente,  oit, 
en  d'autres  termes,  une  des  normales  menées  à  la  courbe  par  le  point 
[3C^j,  2),  mais  encore  celle  de  ces  normales  qui  a  été  désignée  sous  le  nom 
de  normale  principale,  et  qui  se  trouve  comprise  dans  le  plan  osculateui', 
(Voir  les  Leçons  sur  les  applications  du  Calcul  infinitésimal  à  la  Géomé- 
trie, tome  P"",  page  287.) 

Si  la  courbe  donnée  se  réduit  à  un  cercle,  l'angle  de  contingence  <^  sera 
équivalent  à  l'angle  au  centre  qui  renfermera  l'arc  Ai-  entre  ses  côtés.  Donc 


le  rapport   y  représentera  le  rayon  du  cercle,  et  ce  rayon  sera  encore 
présenté  par  la  limite  -  de  ce  rapport,  c'est-à-dire  par  la  longueur  p.  Donc 


re- 
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dans  un  cercle,  le  rayon  p  est  l'inverse  de  la  courbure  a,  et,  réciproquement, 
la  courbure  a  est  l'inverse  du  rayon  p.  Donc,  si,  après  avoir  désigné  par  a  la 
courbure  d'une  courbe  quelconque  en  un  certain  point  («r,^-,  z),  on  nomme 
p  une  longueur  liée  à  la  courbure  a  par  la  première  des  équations  (9),  cette 
longueur  sera  le  rayon  d'un  cercle  qui  offrira  la  même  courbure  que  la 
courbe,  ou,  en  d'autres  termes,  elle  sera  ce  qu'on  appelle  le  rajonde  cour- 
hure  de  la  courbe  donnée  au  point  [x ^  y,  z).  Si  cette  même  longueur  est 
portée,  à  partir  du  point  [œ ^  j*,  z),  dans  le  sens  suivant  lequel  se  mesurait 
le  module  de  rotation  de  la  tangente ,  elle  aboutira  au  point  appelé  le  centre 
de  courbure,  et  le  cercle  décrit  de  ce  dernier  point,  comme  centre,  avec 
un  rayon  égal  au  rayon  de  courbure,  sera  le  cercle  qui  aura  un  contact  du 
second  oidre  avec  la  courbe,  et  que  l'on  nomme,  pour  cette  raison,  le  cercle 
osculateur  [voir  les  I.eçous  déjà  citées).  Gela  posé,  il  suffira  évidemment 
d'attribuer  aux  cosinus  a,  S,  7  les  valeurs  fournies  par  les  équations  f  18), 
pour  que  la  valeur  de  p ,  déterminée  par  la  formule  (11),  représente  le  rayon 
du  cercle  osculateur,  et  pour  que  les  valeurs  de  X,  /u,,  v,  déterminées  par 
les  formules  (12),  représentent  les  cosinus  des  angles  formés,  avec  les  demi- 
axes  des  oc^j,  z  positives,  par  la  droite  menée  du  point  [x ^jy  z)  au  centre 
de  courbure.  Observons,  au  reste,  que  les  équations  ainsi  obtenues,  savoir  • 


(29;-  /.  =  p  Dfx  ,     a  =  p  D,2  j,     V  =  p  Y)fz, 

entiaînent  la  formule  (20),  à  laquelle  on  parvient  en  égalant  entre  elles 
les  quatre  valeurs  que  ces  mêmes  équations  fournissent  pour  le  rayon  de 
coiu'bure  p. 

Considérons  maintenant,  parmi  les  modules  de  rotation  de  la  courbe  don- 
née ,  celui  qui  est  du  second  ordre.  Ce  module ,  déterminé  par  la  formule  (31 , 
et  mesuré  dans  une  direction  qui  forme,  avec  les  demi -axes  des  coor- 
données positives,  des  angles  dont  les  cosinus  9 ,  /  ,  ^|>  se  déterminent  par 
les  formules  (4),  sera  ce  que  j'ai  nommé  la  seconde  courbure,  et  ce  que 
M.  de  Saint-Venant  appelle  la  cambrure  de  la  courbe  proposée.  L'inverse 
de  ce  même  module,  ou  le  rayon  i-,  déterminé  par  la  formule  (1 3),  sera 
le  rayon  de  seconde  courbure  ou  le  rajon  de  cambrure,  qui  se  mesureia 
sur  la  droite  tracée  de  manière  à  former,  avec  les  demi-axes  des  coordon- 
nées positives,  des  angles  dont  les  cosinus  9,  /,  ^|*  seront  déterminés  par 
les  équations  (i4)-  Supposons  d'ailleurs  que  par  le  point  [x ,  j%  z)  de  la 
courbe  donnée  on  mène  une  droite   perpendiculaire  au  plan  osculateur. 


(  -73  ) 
Cette  droite,  étant  perpendiculaire  à  la  tangente  et  au  rayon  de  courbure, 
sera  précisément  celle  qui ,  prolongée  dans  un  certain  sens,  forme,  avec  les 
demi-axes  des  a.*,  j",  z  positives ,  des  angles  dont  les  cosinus  a  ,  è,  c  se  déter- 
minent par  les  formules  (5)  ;  et  si ,  en  nommant  Q  le  module  de  rotation 
de  cette  droite,  on  représente  le  rapport  inverse  de  ce  module  par  une  loii- 
gueur  r  mesurée  sur  cette  même  droite  dans  le  sens  que  nous  venons  d'indi- 
quer, Ja  longueur  r,  le  rayon  de  courbure  p  et  le  rayon  de  cambrure  v  véri- 
fieront la  formule  (17),  en  vertu  de  laquelle  -  et  -  seront  les  deux  côtés 

d'un  triangle  rectangle  qui  aura  pour  hypoténuse  -.  Ajoutons  que  si  l'on  dé- 
signe par  w  une  longueur  mesurée  sur  la  tangente  à  la  courbe  donnée,  dans 

le  sens  suivant  lequel  se  mesure  positivement  Taie  6\  et  par  (o),v)  Tangle  que 
forme  cette  tangente  avec  le  rayon  de  cambrure,  les  longueurs  p  et  r  seroni 

liées  à  la  longuem-  -o  et  à  l'angle  (w,v)  par  les  équations  (16).  La  formule  (17  ) 
a  été  donnée  par  M.  de  Saint- Venant  (  dans  le  tome  XIX  des  Comptes  ren- 
dus des  séances  de  V Académie  des  Sciences)^  et,  comme  il  l'a  remarqué 
lui-même,  elle  se  trouve  implicitement  comprise  dans  une  équation  de 
M.  Lancret. 
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MÉMOIRE 


QUELQUES  PROPRIÉTÉS   DES  RÉSULTANTES  A  DEUX  TERMES. 


§  I*"^.   —  Formules  analytiques. 

Considérons  deux  systèmes  de   variables  dont  les  unes ,  en  nombre  égal 
à  «,  soient  représentées  par  les  lettres  italiques 

(i)  X,  j,  z,,.  ., 

les  autres,  en  pareil  nombre,  étant  représentées  par  les  lettres  romaines 

fa)  X,  y,  z, 

Concevons,  d'ailleurs,  que  l'on  range  quatre  de  ces  variables  sur  deux  lignes 
horizontales  et  en  même  temps  sur  deux  lignes  verticales,  en  plaçant,  dans 
la  première  ligne  horizontale  ,  deux  termes  de  la  suite  (i),  et,  dans  la  seconde 
ligne  liorizontale,  les  termes  correspondants  delà  suite  (2).  On  obtiendra 
ainsi  un  tableau  de  la  forme 

et  si,  après  avoir  construit ,  avec  les  quatre  termes  de  ce  tableau  ,  les  deux 
produits 

.ry,  jx, 

dont  chacun  a  pour  facteurs  deux  variables  situées  non-seulement  dans  les 
deux  lignes  horizontales  ,  mais  encore  dans  les  deux  lignes  verticales,  on  re- 
tranche le  second  produit  du  premier,  la  différence  ainsi  trouvée,  savoir, 

^-y-jrx, 

sera  une  résultante  composée  seulement  de  deux  termes,  l'un  positif  jcy, 


(  ^75  ; 

1  autre  négatif  —  xj.  Or,  les  résultantes  de  cette  espèce  jouissent  de  quelques 
propriétés  qui  méritent  d'être  remarquées,  et  dont  l'énoncé  fournit  diverses 
propositions  que  nous  allons  établir. 
i'^'"  Théorème.  Soient 

/^,  i> 

deux  fonctions  homogènes  et  linéaires  des  n  variables 

oc ,  J^    Z,.  .  .; 

et  nommons 

u,    V 

ce  que  deviennent  les  fonctions  u,  v  quand  on   remplace  les  n  variables 
jc,  j-^  z, .  .  .  par  n  autres  variables 

X ,   y,  z,.  .    . 
fja  résultante  formée  avec  les  quatre  termes  du  tableau 

c'est-à-dire  la  différence 

wv  —  U(^, 
sera  une  fonction  homogène  et  linéaire  des  résultantes 

(5)  oTv  —  XJ*,      jcz  —  xz, .  .  . ,     jz  ~  ys, .  .  .  , 

dont  chacune  est  fournie  par  un  tableau  qui  renferme  pareillement  quatre 
termes  ,  savoir,  deux  termes  quelconques  de  la  suite 

X  ,    7',    :Z  ,  .  .  .  , 

écrits  au-dessus  des  termes  correspondants  de  la  suite 
X,  y,  z, .  .  . . 
Démonstration.  Supposons 

(6)  u=:Xx  +  Yy^Zz-^  ....     p  =  Xr  +  \>-  -f-  Zz.  -f- .  .  - , 

A^,  K,  Z, .  .  . ,  X,  Y,  Z, ,  .  .  étant  deux  coefficients  constants.  Puisque  u  et  v 

sont  ce  que  deviennent  w  et  i^  quand  aux  variables  x,  j*,  s,.  .  .  on  substitue 
les  variables  x,  y,  z,.  .  .  ;  les  équations  (6)  entraîneront  les  suivantes  : 

(7)  u  ^  Xx  4-  Fv  +  Zz  +  .  .  . ,     V  r=  Xx  +  Yv  +  Zz  -f- . .  . . 

35. 
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Cela  posé ,  on  aura  identiquement 

(8)  Mv  -uv  =  {Xx-hrj+Zz-^...)  (Xx  4-  Yy  4-  Zz  -f-  .  .  .  ) 

-(Xx  +ry  +  Zz+...)  (Xjc +  Yj  H- Zz +...)• 

Or,  en  vertu  de  ]  équation  (8) ,  la  résultante  binôme  u\  —  iw  sera  évidemment 
composée  de  plusieurs  parties  respectivement  proportionnelles  aux  coeffi- 
cients X,V,Z,....  D'ailleurs,  la  partie  proportionnelle  au  coefficient  X. 
étant  le  produit  de  ce  coefficient  par  la  différence 

jcv  —  xp  =  (Xx  +  Yy  -}-  Zz  +  .  .  .  )  -^  —  (Xx  +  Yj  +  Zz  +  .  .  .  )x 
=  Y  {jcy  —  xj)  -+-  Z  (xz  —  xz)  -h  .  .  . , 

sera,  ainsi  que  cette  différence  elle-même,  une  fonclion  homogène  et  linéaire 
de  plusieurs  termes  de  la  suite  (5);  et  Ton  pourra  en  dire  autant  des  diverses 
j)arties  qui, dans  le  développement  de  la  résultante  uv  —  ut^,  seront  respecti- 
vement proportionnelles  aux  coefficients  F,  Z.  Donc  cette  résultante  sera  une 
fonction  homogène  et  linéaire  des  divers  termes  de  la  suite  (5). 

2*"  l^héorème.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  pré- 
cédent, écrivons  l'une  au-dessus  de  l'autre,  non-seulement  les  deux  suite.^ 
de  variables 

,  .  I    X,   r,  2;, ... , 

(9)  '^'     '        - 

(    X,   y,   z,..  ., 

mais  encore  les  deux  suites  de  coefficients 

(   X,  F,  Z,..., 
to,  { 

{   X,    Y,  Z,..., 

(^ui  représentent  les  constantes  par  lesquelles  les  variables 

X,  j,  z,.  .. 

se  trouvent  lespeclivement  multipliées,  i"dans  la  fonction  a,  2"  dans  la  fonc- 
tion c;  et  considérons,  outre  les  résultantes 

(5)  jcy  —  xj->     CC7.  —  x;^, .  .  . ,     jz  —  yz, .  .  . , 

dont  chacune  est  formée  avecquatre  termes  compris  dans  deux  lignes  v(  rticale> 
du  tableau  (9),  les  résultantes  semblables 

(11)  AY-XF,     ZZ-XZ,,..,     FZ-YZ,..., 


(  ^77  ) 
qui  se  déduisent  des  premières  quand  on  remplace  les  termes  du  tableau  (9^ 
par  les  termes  correspondants  du  tableau  (10).  Il  suffira  de  multiplier  chaque 
ternie  de  la  série  (5)  par  le  terme  correspondant  de  la  série  (11),  puis  d'ajouter 
entre  eux  les  divers  produits  ainsi  formés,  pour  obtenir  une  somme  équiva- 
lente au  produit  de  la  résultante 

MV  —   IWf 

en  sorte  qu  on  aura 

(12)  ii\  -ui^=l  {XY  -  XF)  (xy  -  X  j) , 

le  signe  1  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  entre  eux. 

Démonstration.  En  effet,  pour  obtenir  le  coefficient  de  Tnn  des  termes  de 
la  série  (5),  par  exemple  du  binôme 

xy  -  xj, 

dans  le  développement  de  Texpression 

u\  —  uw, 

il  suffira  de  chercher  le  coefficient  du  produit  jcy  dans  le  développe- 
ment du  second  membre  de  la  formule  (8).  D'ailleurs,  ce  dernier  coeffi- 
cient sera  évidemment  celui  que  Ton  obtiendra  si  l'on  suppose  réduits  à  zéro 
tous  les  termes  de  la  série  (i),  à  l'exception  du  premier  x,  et  tous  les  terme.s 
de  la  série  (2),  à  l'exception  du  second  j-;  et ,  comme  ,  dans  cette  hypothèse, 
on  aurait 

H  =  Xœ  ,     V  —  Xx, 

n  =  ry,       v  =  Yy, 
par  conséquent 

7ix~ui'={XY-Xr)œY, 

nous  devons  conclure  que ,  dans  le  développement  général  de  l'expression 

uv  —  UP, 
le  coefficient  du  binôme 

xy  -  XJ 
sera 

XX -XY. 

Corollaire.  Si,  dans  la  formule  (12),  on  substitue,  pour  ;/,  v,  u,  v,  leurs 
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valeurs  tirées  des  formules  (6),  (7),  on  obtiendra  lequation  identique 

'i3)  {Xx-i-Fr  +  Zz-i-...)  (Xx  +  Yy  +  Zz  +  ...) 

-  (Xx  +  ry  +  Zz  + . .  .)  (Xx-4-  Yj  +  Zz  +  . .  .) 
=  (2XY-Xr)(a:y-xj). 

Cette  équation,  qui  était  déjà  connue,  comprend  évidemment  les  i"  et 
•i^  théorèmes. 

3®  T'héorème.  Soient 

(t4)  u,  V,  a>,.  .  . 

et 

(i5)  U,  V,  W,... 

deux  suites  composées  d'un  pareil  nombre  de  termes,  dont  chacun  représente 
une  fonction  homogène  et  linéaire  des  ?i  variables  oc^  y^  z,....  Soient  encore 

(16)  u,   v,  w, .  .  . 

(^t 

(17)  u,  V,  W,... 

ce  que  deviennent  les  deux  premières  séries  quand  on  remplace  les  variables 
.r,jK,  r, ...  par  les  variables  x,y,  z,,...  Concevons,  d'ailleurs,  que  l'on 
ajoute  entre  eux  les  termes  de  la  série  (i4)  ou  (16),  respectivement  multipliés 
par  les  termes  correspondants  de  la  série  (i5)  ou  (17),  et  construisons  ainsi 
les  quatre  sommes 

^'^^      ^    Q^  f7a  +  Fv-h^w  +  ..  .,     P  =Uu  +  Vv  +  Ww  +  .... 

r^a  résultante 

PP-  ÇQ, 

formée  avec  ces  quatre  sommes,  dépendra  uniquement  des  binômes  qui  re- 
présentent les  divers  termes  de  la  série  (5) ,  et  sera  une  fonction  de  ces  binô- 
mes, non-seulement  entière,  mais  encore  homogène  et  du  second  degré. 

Démonstration.  Concevons  qu'avec  les  termes  des  suites  {\[\)  et  (16),  pris 
quatre  à  quatre,  on  forme  les  résultantes 
(ig)  wv  —  uc,     MW  —  mv, .  .  . ,      cw  —  vw, .  .  . , 

et,  avec  les  termes  correspondants  des  suites  (i5)  et  (17),  les  résultantes 

(20)  ;7v-u^,    c/w-u;r,...,    /^W-V/F,.... 
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Eu  égard  au  a*  théorème ,  il  suffira  de  multiplier  cliaque  terme  de  la  série  (19; 
par  le  terme  correspondant  de  la  série  (20)  pour  obtenir  la  résultante 

PP  -  ÇQ. 

On  aura  donc 

(:2i)  PP-  QQ  =  l{U\-VF){m-xx^^), 

le  signe  2  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  entre  eux.  D  ailleurs, 
en  vertu  du  i^"^  théorème  ,  chacun  des  binômes  (19)  ou  (20)  sera  une  fonction 
homogène  et  linéaire  des  termes  de  la  série  (5).  Donc  tout  produit  de  la  forme 

sera  une  fonction  de  ces  mêmes  termes,  entière,  homogène  et  du  second 
degré  ,  aussi  bien  que  la  résultante  binôme 

PP-QQ, 

représentée  par  une  somme  de  semblables  produits. 

Corollaire  i^"".  Il  est  bon  d'observer  qu'en  vertu  des  formules  (18),  P  sera 
une  fonction  des  variables  ;r,  j,  z, . .  . ,  non-seulement  entière,  mais  encore 
homogène  et  du  second  degré.  De  plus ,  P  sera  évidemment  ce  que  devient  P. 
et  Q  ce  que  devient  Ç,  quand  on  remplace  les  variables  oc,  j,  z, .  .  .  par  les 
variables  X,  y,  z, 

Corollaire  1^.  Si  l'on  réduit  les  fonctions 

aux  variables 
les  fonctions 

U,  V,  w,... 

se  réduiront  elles-mêmes  aux  variables 

X,  y,  z,..., 
et  la  valeur  de  P,  déterminée  par  la  première  des  formules  (18),  deviendra 
P  =  ux  -h  vj-  -h  wz  +  .  .  . . 

Si  d'ailleurs  les  fonctions  linéaires,  par  lesquelles  les  variables  œ,f,z,...  se 
trouvent  respectivement  multipliées  dans  cette  valeur  de  P,  sont  représentées, 
non  plus  par  diverses  lettres 

w,  i^,  w,.... 
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mais  à  l'aide  de  la  seule  lettre  P  successivement  affectée  des  indices  .r,  j,  2,..., 
c'est-à-dire  à  l'aide  des  notations 

P      P      P 

et  si,  pareillement,  pour  exprimer  ce  que  deviennent  ces  mêmes  fonctions 
linéaires  quand  on  remplace  les  variables  x,  J^z^...  parles  variables  x,  y,  z,..., 
on  se  sert,  non  plus  des  lettres 

u ,  v,  w, . .  . , 
mais  des  notations 

Px,    Py,    Pz,...; 

alors,  à  la  place  du  3*^  théorème,  on  obtiendra  la  proposition  suivante  : 

4*^  Théorème.  Soient 
(22)  P,,  P,,   P„... 

?i  fonctions  homogènes  et  linéaires  de  n  variables 

et  nommons 

(9.3)  P.,      Py,      P„... 

ce  que  deviennent  les  fonctions  P^jPy^  P^ , .  .  .  quand  on  remplace  les  n  va- 
riables X ,  j^z, . .  .  par  n  autres  variables 

X,  y,  z,..  .. 
Concevons,  d'ailleurs,  que  l'on  ajoute  entre  eux  les  termes  de  la  suite 

P      P      P 

ou  de  la  suite 

P       P       P 

respectivement  multipliés  par  les  variables 

:r,  j-,  2, .  .  . , 
ou  par  les  variables 

X,    y,   z,...; 

et  nommons 

p,  Q, 
Q,  P, 

les  quatre  sommes  ainsi  obtenues,  P  étant  eelle  qui  renferme  les  seules  va- 
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riables  x,  j-,  z, .  .  . ,  et  F  celle  qui  reufenne  les  seules  variables  x  ,  y,  z,...,  on 
sorte  qu'on  ait 

^-^     \Q  =  xPx  -^-  jrPy  4-  zP,  +  .  .  . ,     P  ==  xP,  -+-  y  Pv  4-  zP.  4-  .  .  . . 
Fia  résultante 

formée  avec  ces  quatre  sommes,  dépendra  uniquement  des  binômes  qui  re- 
présentent les  divers  termes  de  la  série  (5),  et  sera  une  fonction  de  ces  binô- 
mes, non-seulement  entière,  mais  encore  homogène  et  du  second  degré. 

Corollaire  i^*".  Il  est  bon  d'observer  qu'en  passant  du  3^  théorème  au  4*", 
on  obtiendra,  au  lieu  de  l'équation  (ai),  la  formule 

(15)  PP  -  QQ  =  1  (P^Py  -  P,P/j  (ry  -  x  ;  j. 

Supposons  maintenant  que,  s,  t  étant  deux  lermes  quelconques  de  la  suit<' 

x,  jr,  z,. .., 

et  s,  t  les  deux  termes  correspondants  de  la  suite 

X ,    y ,    z , .  .  . , 

on  dési-jne  par  P^^,  le  coefficient  de  t  dans  la  fonction  linéaire  P, .  Alor> 
P .  t  sera  une  constante  qui  représentera  encore  le  coefficient  de  t  dans  la 
fonction  linéaire  Pg,  et  la  formule  (^5)  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

u6;  PP  -  ÇQ  =  2:P,Pt  -  PsPr)(^t  -  sO , 

le  signe  2  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  entre  eux.  Comme  on 
aura  d'ailleurs 

j   P,  =  xP,^,A-jPs,y  4-  iP,.,  +  ...,      Pt  =  xP,^,  4-jP,  ,  +  2P,.,  -f-..., 
""-^    (  P,  =  xi\.,  -\-  yP,.,.  4-  zP,,,  4-...,     Pt  ^  Px,,,  4-  yP,,, -+ zP,,,  4-..,, 

il  suffira  de  substituer  aux  formules  (6)  et  (7)  les  formules  (27),  pour  obtenir, 
à  la  place  de  l'équation  (12),  l'équation  semblable 

(■^8)  P.Pl  -  PsPr  =  ^Ps,.Pt.r  -  Pt.rPs.r)  i^Y  "  ^T  • 

Cela  posé,  on  tirera  de  la  formule  (26),  jointe  à  l'équation  (27), 

(29  PP  -    ÇQ  -=  ll{Ps,:cPc,y  -  Pc,.Ps,y)(^^  "  «0  (-^Y  "  ^j). 

Ex.  dAn    et  de  Phf.u  math.,  T.  Ilî.  (55«  iirr.:  36 


(  282  ) 

les  deux  signes  11  indiquant  une  double  somme  de  termes  semblables  que 
l'on  obtiendra  en  remplaçant  successivement  chacun  des  binômes 

6't  —  s/,     .ry  —  \j 

par  les  divers  termes  de  la  série  (5).  Ajoutons  qu'en  vertu  de  la  première  des 
équations  (27),  on  aura 

P,   =  ocl\,,  +  jP,^^  +  zP,,,  +  .  .  .  , 
etc., 
et  qu'en  conséquence  la  première  des  formules  (24)  donnera 

(3 1  )        P  =  oc'P,^ ,  +  j2p_,.,^  +  z  ^P,, ,  +  .  . . 

+  ^jr(P,.,.+P,,J+^z(7^,,,+P,,,)  +  ...j2(P^.^^+P,^^)4_..., 
tandis  que  la  seconde  donnera 

(32)  Q=  xxP,,,  +  yjrP, ..,  +  zz.P,, ,  +  . . . 

+  X  J-^x,  >•+ -^-y  Py,  X + ^^P.t,  z  +  ^zP^.,^,  4- . . .  +  y  zP_^^  ^  -f-  jzP^., ,.  -4- . . . . 
Au  contraire,  la  quatrième  et  la  troisième  des  formules  (24)  donneront 

(33)  P  =  ^'P,^,  +  y^^P,^^.  -^  z^P,,,  +  .  .  . 

.-  xy(P,.,+P,,J  +  xzCP..,  +  P,.0-  .  • .  -hyz(P,,,+P,.J+  . .  . , 

(34)  Q  =  ^xP,,,,  -  jyP,,_,  +  zzP,.,  +  .  .  . 

+  ^yP;,..^. + ^jPy. .V + xzP,^ , H  X rP^,, ^. + . . . -}- jzP^, ^ 4- y zP,, ,. -^ . . . . 

Corollaire  2^  Si  le  coefficient  constant  de  ^  dans  P,  devient  généralement 
égal  au  coefficient  constant  de  s  dans  P^ ,  en  sorte  qu'on  ait 

(S5)  i^,..  =  P,.,, 

alors  les  formules  (3i),  (32)  donneront 

(36)  P  =  jc'P,^,  +  jr^P^.,^.  +  z'^P^^^  +  . . . 

+  IXjP^^y  +  2XZ.P^,,  +  .  .  .  -h  2JZP,,,  +  .  .  . 

et 

(37)  Q  =  ^xP,,,  H- jyP,,,.  +  zzP,,,  +  .  . . 

+  (.TV  +  Xj)P.,,,,.  +  (X'L  -r  X  Z)P^^ ,-+-...  -+-  {  JZ  -\-  yz)Py_ .-  -f-  .  .  .  . 
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D'ailleurs,  les  valeurs  des  coefficients 

P  P         P  P         P  P         . 

■'-   x,x  •>    •'  y, y  j    -'    z,  2  5  •  •  •  5        ^   x,y  ■>    ■'-  x,z  i  '  '  •  1        '   y,z  i  '  '  • 

pouvant  être  choisies  arbitiairement ,  la  fonction  P  déterminée  par  la  for- 
mule (36)  pourra  être,  parmi  les  fonctions  entières  de  x,  j",  z,.  .  .  ,  lune 
quelconque  de  celles  qui  seront  homogènes  et  du  second  degré.  Quant  à  la 
fonction  P,  elle  sera  toujours  ce  que  devient  P  quand  on  remplace  les  va- 
riables cT,  j-,  z, .  .  .  par  les  variables  x,  y,  z, .  .  .,  en  sorte  qu'on  aura 

(38)  P  =  x'P,,,  +  Y^Py,y  -+-  z'^..c  +  .  •  • 

-f-  j.xyP^  y  -i-  Q.xzP^;,  -h  .  .  .  -i-  lyzPy-  +  .  .  .  . 

Ajoutons  que,  si  l'on  désigne  par  s^  t  deux  quelconques  des  termes  de  la 
suite 

et  par  s,  t  les  deux  termes  correspondants  de  la  suite 

X  ,    y ,    z , .  .  . , 

il  suffira,  pour  obtenir  la  valeur  de  Q  déterminée  par  l'équation  ''i']) ,  de 
remplacer  généralement,  dans  la  valeur  de  P,  le  carré  s^  d'une  variable  par 

le  produit  ^s,  et  le  produit  ^t  de  deux  variables  par  la  demi-somme  - — — ^• 

Enfin,  comme  la  valeur  de  Q  ainsi  formée  ne  sera  point  altérée  quand  on 
échangera  entre  eux  les  deux  systèmes  de  variables 

X,  j,  z,..., 
X  ,    y  ,   z  , .  .  . . 

il  en  résulte  qu'on  aura.  da[)s  l'hypollièse  admise. 

(39)  Q  =  CA 

et  que,  par  suite,  la  résultante 

PP  -  QQ 
sera  réduite  à  la  forme 

PP  ~  Ç-. 

Gela  posé,  l'équation  (29)  deviendra 

(40)  PP~  Çr-  =  ZlfP,  ,  P,,,  -  P,_,i^,,,.;  (^t  -  s/ i(xy  -  x;), 

et  le  4*  théorème  entraînera  évidemment  la  proposition  suivante  : 

36. 
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5^  Théorème.  Soit  P  une  fonction  des  n  variables 

entière,  homogène  et  du  second  de[>ré.  Nommons  P  ce  que  devient  P  quand 

on  remplace  les  n  variables  Jc,j',  2, .  .  .  par  n  autres  variables  x,  y,  z, 

Enfin,  nommons  Q  ce  que  devient  P  quand  on  y  remplace  les  carrés 

.r%  j-,   z\... 

des  variables  x,j,z,...  par  les  produits 


et  les  produits 


OCX,  j^y ,  zz  ,.  .  . 

jrj,  a  z , .  .  . ,  j-z , .  .  . 

des  variables  j:,  j  ,  z , .  .  . ,  combinées  deux  à  deux ,  par  les  demi-sommes 

xy  -f~  \y  ,rz  -f-  xz  y/-  -+-  yz 

La  difféience 

PP  -  Q' 

dépendra  nniqiiemeut  des  binômes 

X  y  —  x^- ,   ^z  —  x£  , .  .  . ,     j'L  —  y^ , .  .  . , 

et  sera  une  fonction  de  ces  binômes,  non-seulement  entière,  mais  encore 
homogène  et  du  second  degré.  Ajoutons  que  si,  j-,  ^  étant  deux  quelconques 
des  variables 

x,y,  z,..,, 

on  désigne  par  Ps,s  le  coefficient  du  carré  s'^,  et  par  ^Ps,e  le  coefficient  du 
produit  st  dans  la  fonction  P,  on  aura  non-seulement 

(36)  P  =  x'P^, .,.  4-  j'Py,^  +  zU\, ,  +  .  .  . 

H-  iXjPa-^y.  +   1XZPx,e,  +  .  .  .  +  -IJzPy^,  -j-  .  .  .  , 

mais  e  ne  oie 

( 40)  7^P  ~Q'=11  (P,,,  P,,,.  -  P,. ,  Ps,y )  {si  -  S^ )  {X^  ~  sr)  : 

les  deux  signes  11  désignant  une  double  somme  de  termes  semblables,  (jue 
Ton  obtiendra  en  remplaçant  successivement,  dans  le  second  membre  de  la 
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toiiiiulo  (40],  chacun  des  binômes 

si  —  st ,     /ry  —  \j 

par  les  divers  termes  de  la  suite  (5). 

Corollaire  i".  n  étant  le  nombre  des  variables  a:,  j,  z,.  .  .,  le  nombre 

des  termes  de  la  suite  (5)  sera  -^^p^^   et,  en  remplaçant  siiccessivemeiit 

chacun  des  binômes 

.vt  —  si,     -ry  —  \j- 

par  ces  divers  termes  dans  le  produit 

(40  Ps..  Pc,r  -  Pr,.  Ps.y)  [S^  -  ^t){x^  -  XJ), 

on  obtiendra,  en  tout, 


[-1^]= 


produits  dont  la  somme  constituera  le  second  membre  de  l'équation  ^40;,  ou 
la  valeur  de  la  différence  PV  —  Ç'.  D'ailleurs,  lorsque  les  deux  binômes 

5 1  —  sf ,     ^y  —  \j 

deviennent  égaux ,  c'est-à-dire  lorsqu'on  suppose 

et,  en  conséquence, 

s  =r  X  ,      t  =  y, 

le  produit  (40  se  réduit  au  suivant  : 

,4^)  [P.,.Py,y--Pl.)i^'i--^rf- 

iMifin ,  lorsque  les  deux  binômes 

si  —  st  ^     -^y  ~  -V 

restent  distincts,  le  produit  (40  ^^^  évidemment  égal  à  un  autie  produit  de 
la  même  forme,  savoir,  à  celui  qu'on  obtient  quand  on  échange  les  deux 
binômes  entre  eux.  Donc  les  produits  qui  représenteront  les  divers  termes 
de  la  double  somme  comprise  dans  le  second  membre  de  l'équation  (4o) 
seront  de  deux  espèces,  et,  parmi  ces  produits,  les  uns,  en  nombre  évi- 
demment égal  à 

n{n  —  i)^ 
2 

seront  de  la  forme  (42),  tandis  que  ks  autres,  étant  de  la  forme  (40  ^an* 
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être  de  la  forme  (42),  seront  deux  à  deux  égaux  entre  eux.  Ajoutons  que  le 
nombre  de  ces  derniers  sera  évidemment  exprimé  par  la  différence 

(43)  ['-"f^-]'-  "^"'^ 

de  sorte  qu'en  représentant  ce  nombre  par  aiV,  on  aura 

(44)  ■    iV=.(^iziil^lH^ztl). 

Corollaire  1'' .  Pour  montrer  une  application  du  5*^  théorème,  supposons 
que  les  variables  jc,  j'  soient  réduites  à  deux,  et  qu'en  conséquence  la  fonc- 
tion P  soit  de  la  forme 

(45)  P  =■  ax"-  -\-  bj^  -t-  icxj^ 

Uy  b,  c  étant  des  coefficients  constants.  Alors  on  aura 

n—0.,     — ^  =  I,     N  —  Q>\ 

et,  comme  la  suite (5)  ne  renfermera  plus  qu'un  seul  terme,  l'équation  (4o)  se 
trouvera  réduite  à 

(46)  PP  -  Ç ^  =  (P.,,, P^, ,.  -  Pl^ )  (xy  -  xjf. 
Gomme  on  aura  d'ailleurs,  dans  cette  hypothèse, 

P,,  ^  =  a,     Py^y  =  b,     P,, ,  =  c , 
lequation  (46)  donnera 
(4?)  PP  -  Ç^  ==  (ab  -  6-  =  )  (^y  -  xjY. 

En  substituant,  dans  la  formule  (47),  aux  fonctions  P,  P,  Q  leurs  valeurs  dé- 
duites de  la  formule  (45)  à  laide  des  règles  indiquées  dans  l'énoncé  du 
5^  théorème,  on  obtiendra  l'équation  identique 

I  {ax^  +  /^/-  +  icxf)  {a\^ -hby--\-  acxy )  —  [axx  +  bjy  -+-  c {xy  +  xj)]- 
I  ^(ab-c^)(xy-xj)', 

qui  a  été  donnée  par  Lagrange  dans  les  Mémoires  de  Berlin  de  1 773. 

Corollaire  3^.  Supposons  maintenant  que  les  variables  x ^  j^  z,...  soient 
au  nombre  de  trois,  et  qu'en  conséquence  la  fonction  P  soit  de  la  forme 

(49)  P  =  ax"^  +  bj^  +  cz^  +  idjz  -f-  lezx  +  a/jrj, 


(  ^87  ) 
rt,  b,  Cj  cl,  e,  y  désignant  des  coefficients  constants.  Alors  on  aura 

'2 
!jt  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(5o)  -\-  =  j'z  —  yz  ,      rT  =  zx  —  zo? ,      &  =  x^  —  x/, 

les  termes  de  la  série  (5)  se  réduiront,  abstraction  faite  des  signes,  aux  trois 
binômes  désignés  ici  par  les  trois  lettres  5G,  3*,  ^.  Cela  posé,  la  formule  (4o) 
donnera 

(5  :)       PP  -  Ç2  ^  j^^.  ^  B^'  +  Ci^^  +  iD^%.  +  aTi&X  +  aF.X^T, 
.;/,  /i,  C,  Z),  E,  F  étant  des  constantes  déterminées  par  les  équations 
f  J  =  P,,,P,,,-Pl,  D=P,,^P^„-P^,,,P,,^. 

(5^)  J      ^  -  P.,.P...   -   Pi  ,  E   =  P..,yPy,-^   -    P,,,  P..  .  , 

(.  C  —  P      P     —  P~  F  —  P     P     ~P     P 

Comme  on  aura  d'ailleurs 

P,.,:r=(i, 

les  équations  (Sa)  donneront 

i   D  =  ef-ad,     E 

Enfin,  si,  dans  la  formule  (5i),  on  substitue  aux  fonctions  P,  P,  Q  leurs  va- 
leurs déduites  de  la  formule  (49)  à  l'aide  des  règles  indiquées  dans  l'énonct- 
du  i'^'"  théorème ,  on  obtiendra  l'équation  identique 

/(ax^-^bj^-i-cz^-i-^dfz-i-iezx-^-Q.fxj)  (ax.--i-by--\-cz^-\-'2dyz-]-2ezx-\-a.J'x\) 
(54)   /  —  [«-^x  +  byy 4- czz -f- dÇyz ~\- jz)  +  e (zx  +  zx) -hf(xy -}- xy)] ' 

(       =  ^.x^  +  ^5* '  +  C^'  4-  2/) -5 S  4-  27i  .^.%  +  2Fa; g-, 

que  l'on  pourrait  déduire  de  lune  des  formules  données  par  M.  Binet  dans 
le  XVP  cahier  du  Journal  de  V École  Polytechnique. 

Corollaire  If.  Il  est  bon  d'observer  que  les  coefficients  constants 
P         P        P  P         P  P 

renfermés  dans  les  seconds  membres  des  formules  (36)  et  (4o) ,  sont  précisé- 


=  ca  —  e-,     C  =  ab- 
'=fd-he,     F^de- 
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menl  les  moitiés  des  dérivées  du  second  ordre  de  la  fonction  P.  En  effet,  de 
l'équation  (36) ,  différentiée  deux  fois  de  suite  par  rapport  à  une  même  va- 
riable, ou  par  rapport  à  deux  variables  distinctes,  on  déduit  immédiatement 
les  foimules 

P,,,  rr:iD,D,P,  P,.,=iD,D,P,   P,.,  =  |D/D,P,..., 

toutes  comprises  dans  la  formule  [générale 

(56)  P,^,  =  iD,D,P, 

qui  subsiste  dans  le  cas  même  où  l'on  suppose  t  =z  s.  Ajoutons  encore  qu'en 
vertu  des  équations  (55),  la  formule  (36)  donnera 

(571  iP r=  x^\)JP  +f'\)^P ^ z^D:P ^  .  .  . 

+  a^cjD^D^P  H-  2a'zD^EKP  -t-  . . .  +  ajz  I),  D,  P  ^ 

Au  reste,  l'équation  (57)  peut  se  déduire  immédiatement  du  théorème  Ae^ 
fonctions  homogènes.  Effectivement,  en  vertu  de  ce  théorème,  la  fonction  P, 
étant  homogène  et  du  second  degré  par  rapport  aux  variables  x .  y,  z,,  .  ., 
vérifiera  la  formule 

(58  ?P  =  xYi^  P  +  jD,  P  4-  s D,  P  H-  .  .  .  ; 

tandis  que  les  fonctions  D^P,  D,.  P,  D^P,.  .  .  ,  étant  homogènes  et  du  pie- 
mier  degré,  vérifieront  les  formules 

/   D,P  =  xn;^P      -f-jD,.D^P+z[),D,P-4-..., 
)  D,  P  =:xD,I),  P+jD;P      +  sl),D,.P  ^  .  .  . , 

■^^^  \  D,P=:  X  D,  D,  P^  .rDvD,  P  +  zD^P      ^  .  . . , 

V  etc.  ; 

1 1  il  est  clair  qu'en  substituant  dans  l'équation  (58^,  les  valeurs  de 

\^,P,  D,P,   D,P,..., 

fournies  par  les  équations  (59) ,  on  retrouvera  la  formule  (57).  Observons  enfin 
que  les  équations  (3o),  jointes  aux  formules  (55\  donneront 

P,=  <,  jrDJP-f-7D^D,P^z,D,D,P-+-...), 
P^  =\{xYy,\)yP  -^jD^P  -^  z\)J)y  P -n  .  .  .), 
P,  nrriir D,D,  P  4-jD,D,P  -^  zD^P  M-  .  .  .), 

etc. 


(^89) 

Donc,  eu  égard  aux  formules  (Sg),  on  aura 

(60)  P,^\T),P,     P,. 

Ainsi,  dans  l'hypothèse  qui  nous  a  conduits  au  5*^  théorème,  les  fonctions, 
précédemment  représentées  par  les  notations 

P      P     P 

se  réduisent  aux  moitiés  des  fonctions  dérivées 

D^P,  D,.P,  D,P,.... 

§11,  —  Interprétations  géométriques  de  plusieurs  formules  établies  dans  le  premier  paragraphe . 

Plusieurs  des  formules  établies  dans  le  §  I  admettent  des  interprétations 
géométriques  qui  méritent  d'être  remarquées,  et  que  nous  allons  indiquer. 
Supposons  d'abord  que  la  suite 

.r,  y,  z, .  .  . 

renferme  seulement  deux  variables  jr,j-,  et  concevons  que  ces  deux  variables 
représentent  les  coordonnées  d'un  point  mobile.  F^a  distance  r  de  ce  point  à 
l'origine  sera  déterminée  par  la  formule 


Supposons  d'ailleurs  que,  rt,  b,  c,  A-  étant  des  quantités  constantes,  le  point 
mobile  {pc  ^  y)  soit  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  du  second  degré  repré- 
sentée par  l'équation 

(i)  ax"^  -^  bj-  -^  'J.CXJ  =z  k. 

Cette  courbe  sera  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  qui  aura  pour  centre  1  ori- 
gine des  coordonnées  ;  elle  sera  une  ellipse  si  Ton  a 

rtZ»  —  c-  >  G,      Â:  >  0. 

Elle  sera  une  hyperbole  si  l'on  a 

«è  —  c^  <  o; 

et,  dans  cette  dernière  hypothèse,  il  suffira  de  changer  le  signe  du  second 
membre  de  la  formule  (i)  pour  obtenir  l'équation 

(2)  ax^  +  bj^  +  1CXJ  =n  —  k 

Ex.  d'An,  tt  de  Ph,  math.,  T.  m.  ;ôô«  livr.)  ^7 
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d  une  seconde  hyperbole  conjuguée  à  la  première ,  deux  hjpcrboles  conju- 
guées étant  celles  qui,  avec  le  même  centre  et  les  mêmes  asymptotes,  offrent 
des  axes  réels  respectivement  égaux  et  parallèles  aux  deux  côtes  d'un  rec- 
tangle dont  les  diagonales  sont  dirigées  suivant  ces  asymptotes. 

Concevons  à  présent  que  par  le  point  {pc,  j~)  on  mène  une  tangente  à  la 
courbe  représentée  par  1  équation  (i)  ou  (2),  et  nommons 

les  coordonnées  courantes  de  cette  tangente.  On  aura 

(3)  (ax  H-  cj)  (ç  —  oc)  -4-  [ex  -h  hj) (yi  —j)=  o, 
et  par  suite,  eu  égard  à  l'équation  (i) , 

(4)  ^^jc^  -+-  bjy]  -+  c  (xYj  -+-  Sjr)  —  A- , 
ou  ,  eu  égard  à  l'équation  (2), 

(5)  ax^  -+-  hfn  +  c  [xr,  +  cjr)  =  —  A'. 

Ajoutons  que,  pour  obtenir  Téquation  de  la  parallèle  menée  à  cette  tangente 
par  l'origine  des  coordonnées,  il  suffira  de  remplacer  k  par  zéro  dans  la  for- 
mule (4)  ou  (5).  Ij'équation  de  cette  parallèle  sera  donc  de  la  forme 

(6)  nxt.  -+-  bjY}  -h  c  (xr,  4-  zj)  =  o. 
Soient  maintenant 

^'  y 

les  coordonnées  d'un  nouveau  point  situé  sur  l'ellipse  représentée  par  féqua- 
tion  (i)  ou  sur  l'une  des  hyperboles  conjuguées  représentées  par  les  équa- 
tions (i)  et  (2).  On  aura  encore 

(7)  <7x'^+ /^y'^ -+- 2Cxy  r= /î, 
ou 

(8)  «x=^  +  Z>y2  +  2Cxy  =  -/v. 

Soit  d'ailleurs  s  le  rayon  mené  de  l'origine  au  point  (x  ,  y),  en  sorte  qu'on  ait 


Si  ce  rayon  est  parallèle  à  la   tangente  menée  par  le  point    (x,  y)  à  la 
courbe  (i),  on  vérifiera  l'équation  (6)  en  posant 

H=X,       y3r=:y. 
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On  aura  donc  alors 

(lo)  ax\  +  by-^  -f-  c  (cxy  +  \j)  =  o 

Si,  au  contraire,  le  rayon  s  n'est  pas  parallèle  à  la  tangente  dont  il  s'a^^it,  il 
suffira  de  le  j)rolon.j;er  indéfiniment  dans  les  deux  sens  pour  qu'il  rr^ncontre 
cette  tangente  en  un  certain  point  dont  les  coordonnées  ^,  ri  vérifieront  l'équa- 
tion (4),  et  dont  la  distance  à  l'origine  sera  une  longueur  ç  déterminée  parla 
formule 


Mais  alors,  en  posant,  pour  abréger, 
on  aura  nécessairement 

\       )  X      'y  ç       "  ' 

le  double  signe  ±l  devant  être  réduit  au  signe  -h  ou  au  signe  —,  suivant  que 
les  deux  longueurs  .?,  g  se  compteront,  à  partir  de  l'origine,  dans  le  même 
sens  ou  dans  des  sens  opposés.  Or,  de  l'équation  (i3),  réduite  à  la  forme 

q  -n  ,      I 

X        y  '  f;  ' 

<'t  combinée  avec  Féquation  (4),  on  tin^ 

[  \  /j)  ax\  H-  bj\  4-  c  (.ry  -^  xi")  —  ±:  6Vv, 

par  conséquent, 

,5)  ^  =  - -^-'-j-- ^-^• 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante: 

i*''"  Théorème.  Soient  r,  s  deux  rayons  menés  de  l'origine  des  coortionnées 
supposées  rectangulaires,  le  premier  à  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion (1)5  ^c  second  à  l'une  des  courbes  représentées  par  les  équations  (i)  et  (2). 
Soit,  de  plus,  ç  la  longueur  mesurée,  à  partir  de  l'origine,  sur  le  rayon  s  indé- 
finiment prolongé  dans  les  deux  sens,  jusqu'à  la  tangente  menée  à  la  courbe  (1) 
par  l'extrémité  du  rayon  r.  Enfin  nommons  Xjj  les  coordonnées  de  l'extré- 
mité du  rayon  r,  et  x,  y  les  coordonnées  de  l'extrémité  du  rayon  s.  Les  deux 
longueurs  s  et  ç  seiont  dirigées,  à  partir  de  Forigine,  dans  le  même  sens  ou 
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dans  deux  sens  opposés,  suivant  que  la  quantité 

ax\.  -h  byy  -\-  c  [xy  +  xj) 
J 

sera  positive  ou  négative,  et  la  valeur  numérique  de  cette  quantité  sera  pré- 
cisément la  valeur  du  rapport 

Corollaire  i*"'".  Lorsque  la  tangente  menée  parlepoint  (x,jr)à  la  courbe(rî 
est  parallèle  au  rayon  s,  la  longueur  représentée  parc  devient  infinie.  On  a 
donc  alors  B  =.  o,  et,  par  suite,  l'équation  (i5)se  réduit,  comme  on  devait  s'y 
attendre ,  à  la  formule  (10). 

Corollaire  2^.  Concevons  à  présent  que ,  par  l'extrémité  du  rayon  s,  c'est- 
à-dire  par  le  point  (x,y),  on  mène  une  tangente  à  la  courbe  (i)  ou  (2),  sur 
laquelle  est  situé  ce  même  point  ;  et  nommons  p  la  longueur  mesurée ,  à  partir 
de  l'origine,  sur  le  rayon  /•  indéfiniment  prolongé,  dans  les  deux  sens,  jusqu'à 
la  tangente  dont  il  s'agit.  Alors ,  en  posant 

(.6)  s  =  :, 

on  prouvera,  comme  ci-dessus,  que  Q  se  réduit  à  la  valeur  luimérique  de  la 
(juantité 

ax-s.  -4-  Ajy  +  r  [xy  +  xj) 
/■ 

Donc  les  valeurs  de  B  fournies  parles  équations  (12)  et  (16)  seront  égales  entre 
<?lles,  et  Ton  aura 

(■7^  i  =  y 

en  sorte  que  les  deux  longueurs  p,  g  seront  respectivement  proportionnelles 
aux  deux  longueurs  r,  s.  Cette  dernière  proposition  peut  être  considérée 
comme  offrant  une  interprétation  géométrique  de  la  formule  (Sg)  du  §  I ,  et, 
comme  cette  formule  ,  elle  exprime  la  propriété  qu'a  la  fonction 

axx  -+-  bjY  H-  c  (xj  -+-  xj) 

de  n'être  pas  altérée  quand  on  échange  entre  eux  les  deux  systèmes  de  va- 
riables 

X,   y. 
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Corollaire  3''.  Supposons  maintenant  que  le  rayon  i'  aboutisse,  comme  le 
rayon  r,  à  la  courbe  représentée  par  Téqualion  (i).  Alors,  non-seulement  les 
longueurs  p  et  g  seront  respectivement  proportionnelles  aux  longueurs  r  et  s, 
mais,  de  plus,  ces  quatre  longueurs  étant  comptées  à  partir  de  l'origine,  p  se 
mesurera  dans  le  sens  de  r,  et  ç  dans  le  sens  de  ^,  si  la  quantité 

ax%.  -4-  byj  H-  c  [xy  +  xj) 
_ 

est  positive.  Au  contraire,  si  cette  quantité  devient  négative,  la  direction  de  p 
sera  opposée  à  celle  de  r,  et  la  direction  de  ç  opposée  à  celle  de  s.  Donc  ,  par 
suite  ,  les  longueurs  r,  s ,  d'une  part ,  et  les  longueurs  |0,  ç,  d'autre  part ,  repré- 
senteront des  côtés  homologues  de  deux  triangles  semblables  dont  les  bases 
seront  parallèles.  On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 
2*"  Théorème.  Soient 

r,  i" 

deux  rayons  menés  du  centre  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  à  deux  points 
de  cette  courbe.  Soient  encore 

deux  longueurs  mesurées  depuis  le  centre  de  la  courbe  ;  i^  sur  le  rayon  r  in- 
définiment prolongé  jusqu'à  la  tangente  menée  par  l'extrémité  du  rayon  s, 
1°  sur  le  rayon  s  indéfiniment  prolongé  jusqu'à  la  tangente  menée  par  l'extré- 
mité du  rayon  r.  Les  deux  longueurs  p,  ç  seront  respectivement  proportion- 
nelles aux  deux  longueurs  r,  >y,  et  la  droite  qui  joindra  les  extrémités  des 
deux  longueurs  p,  ç,  sera  parallèle  à  la  droite  qui  joindra  les  extrémités  des 
deux  longueurs  r,  s. 

Corollaire  i^^.  Le  théorème  précédent  est  Fiuî  de  ceux  auxquels  on  se 
trouve  conduit  par  les  propriétés  connues  des  diamètres  conjugués  de  Tellipse 
et  de  l'hyperbole.  D'ailleurs,  ce  théorème  devient  évident  quand  la  courbe 
proposée  se  réduit  à  un  cercle;  et,  du  cas  où  la  courbe  est  un  cercle,  on 
passe  facilement  au  cas  où  la  courbe  est  une  ellipse ,  en  observant  que  toute 
ellipse  peut  être  considérée  comme  la  projection  orthogonale  d'un  cercle 
dont  un  diamètre  est  égal  et  parallèle  au  grand  axe  de  l'ellipse ,  et  dont  le  plan 
forme  ,  avec  le  plan  de  Tellipse ,  un  angle  qui  a  pour  cosinus  le  rapport  du  petit 
axe  au  grand  axe. 

Corollaire  i^.  Le  i^  théorème  fournit  un  moyen  très-simple  de  mener, 
par  un  point  donné  P  d'une  ehipse  ou  d'une  hyperbole,  une  tangente  à  cette 
courbe.  En  effet,  soit  rie  rayon  mené  du  centre  de  la  courbe  au  point  donné, 
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et  taisons  coïncider  le  rayon  s  avec  l'un  des  demi-axes  de  lellipse,  on  avec  un 
demi-axe  réel  de  l'hyperbole.  L'extrémité  S  du  rayon  s  sera  un  sommet  de 
la  courbe,  et  la  tangente  menée  à  la  courbe  par  ce  sommet  sera  perpendicu- 
laire au  rayon  s.  Nommez  R  le  point  où  cette  tangente  rencontrera  le  rayon  r 
indéfiniment  prolongé;  par  ce  point  R ,  menez  une  parallèle  RT  à  la  droite  PS . 
qui  joint  le  point  donné  P  au  sommet  S;  et  soit  T  le  point  où  le  rayon  s. 
indéfiniment  prolongé,  rencontrera  la  droite  RT.  La  tangente  menée  à  la 
courbe  par  le  point  donné  P  devra  passer  par  le  point  T,  ce  qui  permettra  d( 
la  construire  immédiatement. 

Corollaire  '5^.  Si  le  centre  de  la  courbe  proposée  s'éloigne  à  une  distance 
infinie  de  Torigine  des  coordonnées,  cette  courbe  se  transformera  en  une 
parabole,  et  les  droites  sur  lesquelles  se  mesuraient  les  rayons  r,  j,  en  deux 
droites  parallèles  à  l'axe  de  la  parabole.  Donc,  pour  mener  une  tangente  à 
une  parabole  en  un  point  donné  P,  il  suffit  de  mener,  par  le  sommet  S  de  la 
parabole  et  par  le  point  P,  deux  droites,  l'une  perpendiculaire,  l'autre  paral- 
lèle à  Taxe  de  la  parabole,  de  mener  par  le  point  R ,  où  ces  deux  droites  se 
coupent ,  une  parallèle  RT  à  la  droite  PS ,  puis  de  joindre  le  point  T,  où  la 
droite  RT  rencontre  Taxe  de  la  parabole,  avec  le  point  P.  En  opérant  ainsi, 
on  obtient  pour  ST  une  longueur  égale  à  la  projection  de  la  distance  PS  sur 
Taxe  de  la  parabole,  ce  qui  devait  être ,  attendu  que,  dans  le  cas  où  ,  en  sup- 
posant les  coordonnées  rectangulaires,  on  prend  le  sommet  S  pour  origine, 
et  l'axe  de  la  parabole  pour  axe  des  abscisses,  l'abscisse  du  point  P  est  tout 
à  la  fois  la  projection  de  PS  sur  l'aire  de  la  parabole  et  la  moitié  de  la  sous- 
tangente  correspondante  au  point  P. 

Concevons  maintenant  que  l'on  combine  l'équation  (i4)?  jointe  à  la  lor- 
mule  (7)  ou  (8),  avec  1  équation  identique 

j  8)  {ar-  +  hj-  +  icœj)  (ax^  -+-  /;y^  +  ^rxy)  —  [ax\  -h  /n-y  -f-  c  (.2 y  -f-  xj^)]- 
rr:  (ab  —  C')  (xy  —  x^)^, 

déjà  obtenue  dans  le  §  L  On  trouvera  ainsi 

±:  À'-  —  5Vi^  =  {ab  —  t^)  (.TV  —  y^jf^ 
et  en  posant,  pour  abréger, 

on  aura  simplement 

(20J       -  -'-^    ""  A  • 
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le  sijjue  ih  devant  être  réduit  an  signe  +  on  an  signe  —  ,  suivant  tjue  le 
point  (x,  y)  sera  situé  sur  la  courbe  représentée  par  l'équation  (i) ,  ou  sur  la 
courbe  représentée  par  l'équation  (2),  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  suivant 
que  les  deux  rayons  /■,  s  aboutiront  à  une  niôme  courbe  on  à  deux  courbes 
distinctes. 

D'autre  part,  si  l'on  nomme  o"  l'angle  (r,  s)  compris  entre  les  dirrctions  des 
deux  rayons  ret  ^,  on  aura,  en  vertu  d'une  formule  connue  , 

■2i)  '  xy  —  xj  =  ±  rs  sin  o'. 

IJonc  la  formule  (20)  donnera 

(22)  it  I  —  $-  =  — ~ 

Il  reste  à  savoir  ce  tju'exprime,  dans  la  formule  (22) ,  la  constante  K,  dont 
la  valeur  est  fournie  par  l'équation  (19).  Or,  on  peut  facilement  résoudre  cette 
question,  à  l'aide  de  l'équation  (22)  elle-même,  en  présentant  cette  équation 
sous  la  forme 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  puisque  Ton  a 

sous  la  forme 

,24)  A  = -, 


et  en  attribuant  aux  rayons  r,s  des  valeurs  déterminées.  En  effet,  suppo- 
sons d'abord  que  la  courbe  représentée  par  l'équation  (i)  soit  une  ellipse,  et 
nommons  a,  b  les  deux  demi-axes  de  cette  ellipse.  Alors,  en  posant 

7^  =  a ,     ^  =--  b , 

on  aura 

/\         ^ 

(^=fr,s)  =  ~i     sincJ^=i,     c  =  oc, 

rs  sino^  :=  ab,     d  =  o, 

et,  par  suite,  l'équation  (23),  dans  laquelle  on  devra  réduire  le  double 
signe  ±  au  signe   +,  donnera 

(25)  ^  =  a^b^ 
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Supposons  ,  en  second  lieu,  que  l'équation  (i)  représente  une  hyperbole,  et 
nommons  a  le  demi-axe  réel  de  cette  hyperbole,  b  étant  le  demi-axe  réel  d(^ 
l'hyperbole  conjuguée.  Alors  il  suffira  de  poser 


pour  que  la  direction  du  rayon  s  se  réduise  à  la  direction  de  l'une  des  asymp- 
totes de  l'hyperbole  (i),  et  pour  que  ç  représente  la  longueur  mesurée  sui 
cette  asymptote  entre  le  centre  de  l'hyperbole  et  la  tangente  menée  à  cette 
courbe  par  l'un  des  sommets.  Mais  la  portion  de  la  tangente  comprise  entre 
ce  sommet  et  l'asymptote  sera  précisément  le  demi-axe  réel  b  de  l'hyperbole 
conjuguée  à  celle  que  l'on  considère,  et  cette  portion  aura  pour  mesure  le 
produit 

ç  sin  (r,  s)  =  ç  sin  â. 
Donc,  en  posant 

/'=:  a,     ^  =  oc, 

on  aura  nécessairement 

çsin<^=:b, 

et,  par  suite,  on  réduira  l'équation  (24)  à  la  formule 

(26)  K=:-a2b^ 

Les  équations  (26)  et  (26;  peuvent  aussi  être  démontrées  directement  avec  la 
plus  grande  facilité.  En  effet,  lorsque  la  courbe  représentée  par  l'équation  (1) 
est  une  ellipse,  ses  demi-axes  a  et  b  sont  les  valeurs  maximum  et  minimum  du 
rayon  r déterminé  à  laide  de  cette  équation,  jointe  à  la  formule 

(27)  /-^  =  .x'^ -f-jr^, 

et,  par  suite,  ils  se  confondent  avec  les  deux  valeurs  de  r  fournies  par  le  sys- 
tème des  deux  équations 

;28)  {a  —  u)(b  —  u)  —  c^  =  o^ 

(20)  u=  —■ 

Donc  alors  l'équation  (28),  que  l'on  peut  réduire  à  la  forme 

i^3o)  u"^  ~  {a-+-b)  u  -^  ah  ~  c^  =  o , 

étant  résolue  par  rapport  à  w,  offrira  pour  racines  les  deux  rapport.-^ 

Jl     ^ 
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et  le  produit  de  ces  rapports  sera  équivalent  à  la  constante  ab  —  c^ ,  en  sorte 
qu  on  aura 

— —  =  ab  —  c^ . 
et,  par  suite, 

no  —  c- 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

K  =  a=^b^ 

Si ,  au  contraire,  la  courbe  représentée  par  1  équation (i)  est  une  hyperbole  , 
le  demi-axe  réel  a  ou  b  de  cette  hyperbole  ou  de  l'hyperbole  conjuguée  sera 
la  valeur  maximum  de  r  déduite  de  la  formule  (27),  jointe  à  lequation  (  i) 
ou  (1).  Donc  alors  a  ou  b  sera  la  valeur  réelle  et  positive  de  r,  qui  se  déduira 
de  l'équation  (28),  jointe  à  la  formule  (29)  ou  à  la  suivante 

-'3<)  »=-^- 

Donc ,  par  suite , 

/  / 

—     et     — -TT 

a-  b- 

seront  les  deux  racines  de  l'équation  (27),  et  Ton  aura 

rr-  =  «^  —  c^ , 

ab^ 
et 

ah — c-  ' 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

Krzr-a^b^. 

En  résumé,  si  la  courbe  représentée  par  l'équation  (i)  est  une  ellipse ,  la 
valeur  de  K  sera  déterminée  par  la  formule  (sS),  et,  en  conséquence,  l'équa- 
tion (22),  dans  laquelle  on  devra  réduire  le  double  signe  ±:  au  signe  -+- . 
donnera 

(32)  i-B^  =  Q\ 

la  valeur  de  0  étant 
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(  ^98  ) 
Au  contraire,  si  la  courbe  représentée  par  l'équation  (i)  est  une  hyperbole, 
la  valeur  de  K  sera  déterminée  par  la  formule  (26);  et,  en  conséquence, 
l'équation  (22)  donnera 

(34)    .  9^i=Q\ 

la  valeur  de  6  étant  toujours  déterminée  par  la  formule  (i),  et  le  double 
signe  qi  devant  être  réduit  au  signe  —  ou  au  signe  +  ,  suivant  que  l'extré- 
mité du  rayon  s  sera  située  sur  l'hyperbole  (i)  ou  sur  l'hyperbole  (2). 
Il  importe  d'observer  que  le  produit 

/\ 
rssmâ  =^  rssmir.s) 

représente  Taire  du  parallélogramme  construit  sur  les  rayons  /•,  ,y,  tandis  que 
le  produit 

ab 

représente  l'aire  du  rectangle  construit  sur  les  demi-axes  a,  b.  Gela  posé,  la 
quantité  désignée  par  0,  dans  l'équation  (33),  représentera  évidemment  le 
rapport  de  ces  deux  aires,  et  les  formules  (32),  (34)  entraîneiont  les  pro^ 
positions  suivantes  : 

3^  Théorème.  Soient 
a,  b  les  deux  demi-axes  d'une  ellipse; 

/ ,  s  deux  rayons  menés  du  centre  de  l'ellipse  à  deux  points  de  cette  courbe; 
0  =:  (r,  y)  l'angle  compris  entre  ces  rayons; 

ç  une  longueur  mesurée  sur  le  rayon  s  entre  le  centre  de  l'ellipse  et  la  tan- 
gente menée  à  cette  courbe  par  l'extrémité  du  rayon  /■: 
enfin  posons 

9  =  '     et     ô=^, 
;  ab 

<  n  sorte  que  6  représente  le  quotient  qu'on  obtient  quand  on  divise  Taire 
du  parallélogramme  construit  sur  les  rayons  r  et  s  par  Taire  du  rectangle 
construit  sur  les  demi-axes  a  et  b.  Les  deux  rapports  0,  0  vérifieront  la  for- 
mule 

(35)  $2_^e^=i. 

4*^  Théorème.  Soient 
a  le  demi-axe  réel  d'une  certaine  hyperbole  ; 
b  le  demi-axe  réel  d'une  seconde  hyperbole  conjuguée  à  la  première  ; 


(  299  ) 

r  un  rayon  mené  du  centre  comnaun  des  deux  hyperboles  à  un  point  de  la 
première; 

s  un  rayon  mené  du  même  centre  à  un  nouveau  point  de  la  première  hyper- 
bole, ou  à  un  point  quelconque  de  la  seconde; 

0*=  {r,s)  l'angle  compris  entre  les  rayons  r,  s; 

;   une  longueur  mesurée  sur  le  rayon  s  entre  le  centre  commun  des  deux 

hyperboles  et  la  tangente  menée  à  la    première  par  l'extrémité  du 

rayon  r; 

enfin  posons 

:  ab 

en  sorte  que  ©  représente  le  quotient  qu'on  obtient  quand  on  divise  l'aire 
du  parallélogramme  construit  sur  les  rayons  r  et  s  par  l'aire  du  rectangle  con- 
struit sur  les  demi-axes  a  et  b.  Les  deux  rapports  Ô,  0  vérifieront  la  formule 

(36)  0-'-&'  =  ±u 

le  signe  ±:  devant  être  réduit  au  signe  +  ou  au  signe  —,  suivant  que  le  rayon 
vecteur  s  aura  pour  extrémité  un  point  situé  sur  la  première  ou  sur  la 
seconde  hyperbole. 

Lorsque  le  rayon  s  devient  parallèle  à  la  tangente  menée  par  l'extrémité  du 
rayon  r,  on  a  évidemment 

Ç  =  oc  ,        6  =:  O, 

et  Ion  tire  de  la  formule  (35)  ou  de  la  formule  (36) ,  dans  laquelle  le  signe  rt 
se  trouve  réduit  au  signe  — , 

par  conséquent, 

37)  /.ysinc?^:  ab. 

Mais  alors  les  rayons  r,  j,  qui  offrent  pour  extrémités  deux  points  d  une  même 
ellipse  ou  de  deux  hyperboles  conjuguées,  sont  deux  rayons  conjugués,  c'est- 
à-dire  les  moitiés  de  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  ou  des  deux  hyper- 
boles; et  l'équation  (37),  présentée  sous  la  forme 

[\rs  sin  ^  =:  l^■dh , 

exprime  une  proposition  bien  connue,  savoir,  que  l'aire  du  parallélogramme 

38. 
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construit  sur  les  diamètres  conjugue's  ir,  is^  est  équivalente  à  l'aire  du  rec- 
tangle construit  sur  les  axes  2a,  2b. 

On  pourrait  encore  déduire  des  3*^  et  4*"  théorèmes  diverses  propositions 
relatives  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole,  dont  quelques-unes  semblent  difjnes  d'at- 
tention. Nous  citerons  comme  exemples  les  deux  suivantes  : 

5*  Théorème.  Soient,  dans  une  ellipse, 

a,  b  les  deux  demi-axes  ; 
s,  t    deux  rayons  conjugués, 
/         un  rayon  quelconque; 

â,  £  les  angles  (a-,  >?),  (r,  ^),  que  forme  le  rayon  r  avec  les  deux  rayons  s  et  t 
On  aura 

(38)  r-  [s^  sin^  Ù-+- 1'^  sin^  s)  =  a-  b". 

Démonstration.  Soient 

h  P' 

les  longueurs  mesurées,  sur  la  direction  du  rayon  /,  à  partir  du  centre  de 
l'ellipse  jusqu'aux  deux  tangentes  menées  à  cette  courbe  par  les  extrémités 
des  rayons  s  et  t.  On  aura,  en  vertu  du  3*"  théorème, 

^■'  a-b-  p^  a-b'^  0'^ 

Mais ,  d'après  une  proposition  établie  dans  les  Exercices  de  Mathématiques 
(III*  volume,  page  5o),  on  aura  aussi 

("40^  A+_L  =  _L, 

pai'  conséquent. 

0-       0'- 

Donc  les  formules  (39),  combinées  lune  avec  l'autre  par  voie  d  additiou,  pro- 
duiront la  suivante 


a'b 

qui  comcide  avec  l'équation  (38). 


(   ^oi    ) 

6^  Théorème.  Soient 

a       le  demi-axe  réel  d  une  première  hyperbole  ; 

b      le  demi-axe  réel  d'une  seconde  hyperbole  conjuguée  à  la  première- 

v,  t  deux  rayons  conjugués  de  la  première  et  de  la  seconde  hyperbole  ; 

/        un  rayon  quelconque  de  la  première  hyperbole; 

/\  ,        /s 
o\  £  les  angles  (r,  s) ,  (r,  t)  que  forme  le  rayon  r  avec  les  deux  rayons  s  et  t. 

On  aura  ' 

4 1  /  "  (t-  sin-  £  —  .v-  sin-  â)  =  a-  b^. 

Démonstration.   Soient 

les  longueurs  mesurées,  sur  la  direction  du  rayon  r,  à  partir  du  centre  coni- 
)nun  des  deux  hyperboles  jusqu'aux  deux  tangentes  menées  à  ces  courbes  par 
les  extrémités  des  rayons  y  et  t.  On  aura,  eu  vertu  du  4*^  théorème, 


Mais,  d'après  une  proposition  étabhe  dans  les  Exercices  de  Mathématique-^ 
[UV  volume,  page  ^-i)^  on  aura  aussi 

par  conséquent, 


Donc  les  formules  1^4^)  >  combinées  lune  avec  lautre  par  voie  de  soustraction . 
produiront  la  suivante 


qui  coïncide  avec  l'équation  (4i). 

Si,  dans  Téquation  (38),  on  fait  coïncider  le  rayon  ravec  le  demi-axe  a, 
alors,  en  nommant  ,a,  v  les  angles  formés  avec  ce  demi-axe  par  les  rayons 
conjugués  .ç,  t  j  on  trouvera 

'44)  i'-sin-^u. -— /*sin-v  —  h". 


(    '^02    ) 

8i,  au  contraire,  on  fait  coïncider  le  rayon  vecteur  /avec  le  demi-axe  b, 
perpendiculaire  au  demi-axe  a,  les  valeurs  numériques  de 

sin  c?,     sin  e 

se  réduiront  évidemment  aux  valeurs  numériques  de 

COS]JL,        COS  V. 

Par  conséquent ,  on  trouvera 

(45)  .S"  cos'"^y.  -r  t'^cob^v  =  a^, 

puis  on  tirera  des  formules  (44)  :>  (4^)  j  combinées  lune  avec  lautre  par  voie 
d'addition , 

(46)  s'^  l''=^L''-^Vr. 

Si ,  dans  Téquation  4^)  ?  ^^^  ^'<^^^  coïncider  le  rayon  /avec  le  demi-axe  réel  a, 
alors,  en  nommant  /a,  v  les  angles  formés  avec  ce  demi-axe  par  les  rayons 
conjugués^,  t\  on  trouvera 

{J\'j)  ?-sin^  V  —  j^sin^p,  =  b'. 

Si  maintenant  ou  remplace  l'hyperbole  à  laquelle  appartiennent  le  rayon  i- 
et  le  demi-axe  réel  a,  par  l'hyperbole  conjuguée  à  laquelle  appartiennent  le 
rayon  t  et  le  demi-axe  réel  b  perpendiculaire  au  demi -axe  a,  alors,  à  la  place 
de  la  formule  (47):  ^^  obtiendra  la  suivante 

(48)  s'-'  COS-  [j.  —■  t-  cos^  V  =  a^  : 

puis  on  tirera  des  formules  (47)?  (4^)?  combinées  entre  elles  par  voie  de 
soustraction , 

(49)  s^'  -i'=  a^'  -  b^ 

r.es  formules  (44),  (4^),  (46),  (47),  v^^),  (49)  expriment  des  propriétés 
connues  des  rayons  conjugués  d'une  ellipse  ou  de  deux  hyperboles. 

/\ 
Il  est  bon  d'observer  encore  que ,  si  Ion  nomme  i  l'angle  {s,  t)  compris  entre 

les  deux  rayons  conjugués  s,  f ,  ces  rayons  seront  liés  à  l'angle  £  dans  les  5*"  et 
6*^  théorèmes,  par  l'équation 

(50)  i^^sinj  =  ah, 
analogue  à  la  formule  (37). 


(  3o3  ) 
Dans  les  formules  (38) ,  (4i),  (5o),  les  lettres 


représentent  des  angles  dont  chacun  est  censé  positif  et  inférieur  à  deux 
droits.  On  pourrait,  d'ailleurs,  introduire  dans  les  deux  premières,  a  la 
place  des  angles  c?,  e ,  l'angle  i  et  un  angle  polaire  p  mesuré,  à  partir  du  rayon  s, 
jusqu'au  rayon  t,  en  considérant  langle /?  comme  positif  ou  comme  négatif, 
suivant  qu'il  se  mesurerait  dans  le  sens  de  l'angle  i  ou  en  sens  inverse.  Alorn 
on  trouverait 

(5i)  sin  cJ^  =:  ±1  sin^,     sin  s  =  ±i  sin(/;  —  j), 

et  les  équations  (38),  (4i)  deviendraient  respectivement 

(Sa)  r'^[s^  ain'- p -i-  t'-sm^  [p  —  i)\  =  R'ir. 


les  longueurs  ^,  t  des  deux  rayons  conjugués  pouvant  être  déterminées  en 
fonction  de  t  à  l'aide  de  la  formule  (46)  ou  (49)5  et  de  la  formule  (5o). 

Lorsque  les  directions  des  deux  rayons  conjugués  demeurent  fixes,  les  lon- 
gueurs s,  t  de  ces  deux  rayons  demeurent  constantes,  ainsi  que  la  quantité  i. 
Alors  l'équation  (44)  ou  (45),  ne  renfermant  plus  d'autres  variables  que  le 
rayon  vecteur  mobile  r  et  l'angle  polaire  p  formé  par  ce  rayon  mobile  avec 
un  rayon  fixe  s  ^  devient  Véquation  polaire  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole. 
Cette  équation  polaire  suppose ,  d'ailleurs  ,  que  le  centre  de  la  courbe  est  pris 
pour  origine  des  coordonnées. 

Si  l'on  fait  coïncider  le  rayon  s  avec  le  demi-axe  a ,  on  aura 

i-  =  a,      ^r=b,      ZS  :=^  -' 
'  9. 

Donc  alors  Téquation  polaire  de  l'ellipse  se  réduira,  ainsi  qu'on  devait  s'y 
attendre,  à  la  formule 

(54)  r- (a'-sin^/j-f- b-cos-/?)  =  a-b% 
et  l'équation  polaire  de  l'hyperbole,  à  la  formule 

(55)  r'^  (b-  cos^^  —  a-  sin^/?)  =  a'^  b-. 


(  3o4  ) 
Si  la  suitP 

a?,     jr,       Zy... 

renteriiiait  trois  termes  au  lieu  de  deux ,  on  pourrait  considérer  ces  trois  ternies 
œ^  y^  z  comme  représentant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  mo- 
bile. Alors  aussi,  à  la  place  de  1  équation  (48)  du  §  I,  on  obtiendrait  l'équa- 
tion (54)  du  même  paragraphe;  et,  en  recherchant  l'interprétation  géomé- 
trique dont  cette  équation  serait  susceptible,  on  se  trouverait  conduit  à  cer- 
taines propriétés  d'un  ellipsoïde  ou  de  deux  hyperboloides  conjugués.  Mais 
ces  propriétés,  étant  relatives  à  des  points  situés  dans  un  plan  diamétral,  se 
réduiraient,  en  dernière  analyse,  à  des  propriétés  d'une  ellipse  ou  de  deux 
hyperboles  conjuguées,  et,  par  conséquent,  aux  théorèmes  que  nous  avons 
déduits  de  la  formule  (48)  du  §  1, 


(  3o5  ) 


MÉMOIRE 


THÉORIE  DES  PROJECTIONS  ORTHOGONALES. 


§  I.   —   Considérations  générales. 

La  considération  des  projections  orthogonales,  qui  permet  d'établir  assez 
facilement  les  théorèmes  fondamentaux  des  deux  trigonométries  et  de  la 
géométrie  analytique,  a  quelquefois  l'inconvénient  d'introduire  dans  le  calcul 
un  grand  nombre  de  lettres  destinées  à  représenter,  avec  les  longueurs  me- 
surées sur  certaines  droites,  les  trois  projections  de  chacune  de  ces  longueurs. 
Mais  on  peut  remédier,  au  moins  en  partie,  à  cet  inconvénient,  et,  en  abré- 
geant la  démonstration  des  théorèmes  ,  donner  au  langage  analytique  plus  de 
précision  et  plus  de  clarté,  à  l'aide  d'une  notation  très-simple  que  je  vais 
indiquer  en  peu  de  mots. 

Soient 

r,  s,   t, .  .  . 

diverses  longueurs  dont  chacune  se  mesure  suivant  une  droite  déterminée  et 
dans  un  sens  déterminé.  Non-seulement  nous  désignerons  par  (r,  s)  le  plan 
qui  renfermera,  ou  les  deux  longueurs  r,  s,  ou  deux  droites  parallèles  à  ces 
deuxlongueurs,  et  par(r,  s)^  suivant  l'usage,  l'angle  que  formera  la  direction 
de  r  avec  la  direction  de  s;  mais,  de  plus,  nous  emploierons  la  notation 

^r 

pour  représenter  la  projection  absolue  de  s  sur  une  droite  menée  perpendi- 
culairement à  r  dans  le  plan(r,  ^),  et,  pareillement,  nous  emploierons  la 
notation 

pour  représenter  la  projection  absolue  de  t  sur  une  droite  perpendiculaire  au 
plan  (r,  s).  Ces  conventions  étant  adoptées,  l'angle  (/•,  ^),  compris  entre  deux 
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longueurs  mesurées  dans  des  directions  quelconques,  pourra  être  un  angle 
aigu  ou  obtus,  par  conséquent  l'un  quelconque  des  angles  renfermés  entre 

les  deux  limites  extrêmes  o,  n.  Mais  langle  {s,  s^),  compris  entre  une  lon- 
gueur ^  et  la  projection  absolue  de  cette  longueur  sur  une  droite  perpendi- 
culaire à  la  direction  de  r,  sera  toujours  un  angle  aigu  renfermé  entre  les 
limites  extrêmes  o,  -.  D'ailleurs  on  établira  sans  peine  les  propositions  sui- 
vantes : 

i''''  Thcorème.  Soient 

r,  s 

deux  longueurs  dont  chacune  se  mesurera  suivant  une  droite  déterminée. 

et  dans  un  sens  déterminé.  L'angle  aigu  [SySr)  aura  pour  complément  l'an- 

gle(r,^)  ou  le  supplément  de  {i\s)^  en  sorte  que  Ion  aura 

(  I  )  cos  [S,  Sr)  =  sin  (r,  s) ,      sin  (s,  s,.)  =  ±.  cos  (r,  s). 

Démonstration.  En  effet,  l'angle  compris  entre  deux  droites  qui  ne  sont 
pas  situées  dans  un  même  plan ,  n'étant  autre  chose  que  l'angle  compris  entre 
deux  autres  droites  parallèles  aux  deux  premières  et  situées  dans  un  même 
plan,  il  suffira,  pour  établir  généralement  le  i*''  théorème,  de  le  démontrer 
dans  le  cas  où  les  trois  longueurs 


sont  renterinées  dans  un  seul  plan  (r,  s).'  Mais  alors  le  théorème  devient  évi- 
dent,  puisque  (r,  j),  {s,  s,)  représentent  deux  angles  formés,  par  la  direction 
de  j,  avec  les  directions  de  r  et  de  ^^,  c'est-à-dire  de  deux  longueurs  mesurées 
sur  deux  axes  qui  se  coupent  à  angles  droits, 

2^  Théorème.  I^es  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  i*"*  théoième, 
ou  aura 

/N 

;2)  s,.  —  s  cos(i',  5-^), 

et 

(3)  Sr  —  S  sin  (r,  s). 

Démonstration.  En  effet,  si  l'on  divise  par  la  longueur  s  la  projection  ab- 
solue de  cette  longueur  sur  une  droite  quelconque,  on  obtiendra  pour  quo- 
tient, comme  on  sait,  le  cosinus  de  l'angle  aigu  compris  entre  la  direction 
de  s  et  la  droite  dont  il  s'agit.  Donc,  en  faisant  coïncider  cette  droite  avec  celle 


(  3o7) 
sur  laquelle  se  mesure  la  projection  ^^,  on  aura 

s  ^ 

-  =:  COS( S^S^j, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

Sr=^  s  cos  U,  S;)  , 

et  par  suite,  eu  égard  à  la  première  des  formules  (i), 

'^^  Théorème.  Soient 

r.,  s,  t 

trois  longueurs  dont  chacune  se  mesure  suivant  une  droite  déterminée  et 
dans  un  sens  déterminé.  Supposons  d'ailleurs  que,  des  longueurs 

mesurées  sur  deux  droites  perpendiculaires  à  r,  la  première  s,  soit  projetée 
sur  la  seconde  t^.  La  projection  ainsi  obtenue  sera  la  même  que  la  projection 
de^  sur  t,,  et  l'on  aura 

f^)  s  cos  (s,  tr)  =  S,,  cos  (.9,.,  t,). 

Démonstration.  Pour  que  le  3^  théorème  se  trouve  généralement  démontré, 
il  suffira  évidemment  de  l'établir  dans  le  cas  où  les  trois  longuems  /',  s,  t  par- 
tent d'un  même  point  O.  Si,  d'ailleurs,  comme  on  peut  le  faire,  on  prend 
pour  Sr  la  perpendiculaire  abaissée  sur  /•  de  l'extrémité  A  de  la  longueur  s,  et 
si,  par  la  direction  de  r,  on  mène  un  plan  perpendiculaire  à  t^,  les  projections 
absolues  de  s  et  de  s,,  sur  t,.  se  confondront  l'une  et  l'autre  avec  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  point  A  sur  ce  plan.  Donc  ces  deux  projections,  repré- 
sentées par  les  valeurs  numériques  des  deux  produits 

/\   ^  /\ 

s  cos  [s,  t,.^' ,     s,,  cos  ( ^v,  t,) , 

seront  égales  entre  elles.  D'ailleurs,  ces  deux  produits  seront  tous  deux  positifs 
si  les  directions  des  longueurs  i',  t  se  mesurent  d'un  même  côté  du  plan  dont 
il  s'agit,  et  tous  deux  négatifs  dans  la  supposition  contraire.  Donc  les  deux 
produits 

s  cos  (j",  t,),       ^>V  <-'0^''  {■^11  fi) 

offriront,  dans  tous  les  cas,  non-seulement  des  valeurs  numériques  égales. 
mais  encore  le  même  signe;  donc  ils  seront  égaux,  et  la  formule  (3)  sera 
vérifiée. 

39. 


(  3o8  ) 
Corollaire  i^\  Si,  après  avoir  substitué,  dans  la  formule  (3),  la  valeur 
de  s,,  tirée  de  l'équation  (2)  ou  (3) ,  on  efface ,  dans  les  deux  membres,  le  fac- 
teur commun  j-,  on  obtiendra  lequation 

(5)  t-'os  {s,  t,)  =  cos  (s,  s^)  cos  (t^,  s,), 

ou 


(6) 


cos  (s,  t,.)  =  sin  (r,  s)  cos  {t,.,  s,.). 


Corollaire  1".  La  direction  de  s^^t  étant,  comme  celle  de  t^,  perpendi- 
culaire à  la  direction  de  r,  on  pourra  ,  dans  les  formules  (4),  (5),  (6),  rempla- 
cer t^  par  s,.^t.  Donc  les  formules  (5),  (6)  entraîneront  les  suivantes: 

/x  /N  /\  /\ 

{  J)  COS  [s,  ^,.  J  =  cos  [S,  Sr)  cos  [S,.^ f ,  S,-)  -, 

(8)  cos  (s,  s,.^i)  =  sin  0\s)  cos  {s,.c,  s,.). 
D'ailleurs  les  longueurs 

s,.,    t^,    S,.^c, 

dont  les  trois  directions  sont  perpendiculaires  à  la  direction  de  r,  peuvent 
être  censées  renfermées  dans  un  même  plan,  la  direction  de  s,.^t  étant  elle- 
même  perpendiculau-e  au  plan  (r,  t) ,  et,  par  suite,  à  la  direction  de  t,..  Donc 
l'angle  (.9^  f,  s,.)  doit  avoir  pour  complément  l'angle  {s,.,  t,.)  ou  le  supplément 
de  {s,.^t^),  et  à  l'équation  (8)  on  peut  joindre  la  formule 

.  /\  /s 

(9)  cos  (s^^ti  ^r)  —  sin  {s,.,  t,) , 
en  vertu  de  laquelle  la  formule  (8)  se  réduit  à 

\  ^ ^;  <^os  [s,  Sr,[)  =  sin  (/•,  s)  sin  (s„  t,.). 

En  conséquence,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 
V  Théorème.  Soient 

/•,  s,   t 

trois  longueius  dont  chacune  se  mesure  sur  une  droite  déterminée  et  dans 
Tjne  direction  déterminée.  On  aura 

cos  {s,  t,)    —  sin  (r,  ^)  cos(.sv,^,.), 
et 

.        /\  /s  /N 

cos(^,>f,.,^)  —  sm(r,  >y)  sin(^^,/^). 
Supposons  maintenant  qu'un  point  mobile  P  passe  de  l'origine  O  du  ne 


(  3o9  ) 
certaine  longueui'  r  à  l'extrémité  A  de  cette  même  longueur,  eu  parcourant 
les  divers  côtés  u,  s>^w,.  .  .  d'une  portion  de  polygone  qui  joigne  le  point  O 
au  point  A,  et  attribuons  à  chacun  de  ces  côtés  la  direction  indiquée  par  le 
mouvement  du  point  P.  Si  l'on  projette  les  diverses  longueurs 

/',   M,    V,    w,... 

sui-  la  direction  d'une  autre  longueur  s,  la  projection  algébrique  de  r  sera 
équivalente  (voir  la  page  i4i)  à  la  somme  des  projections  algébriques  des 
longupius  II,  w,w,.  .  .^  et  l'on  aura,  en  conséquence  , 

/\  /\  /\  ^ 

(  \  i)        r  cos  (r,  s)  =  u  cos  (w,  ^)  +  p  cos  (i^,  s)  +  w  cos (tv,  5)  -h  ... . 

Si  l'on  réduit  à  trois  les  longueurs  u,  (^,  w, .  .  .,  elles  exprimeront  les  côtés 
d'un  parallélipipède  dont  r  sera  la  diagonale,  et  alors  la  formule  (11)  don- 
nera 

(12)  cos  (r,  ^)  =  -  cos  {u,  s)  =  -  cos  {i>,  s)  4-  -  cos  (w,  s). 

Si,  d ailleurs,  on  pose,  pour  abréger, 

Tj\  V^  ^représenteront  les  trois  dimensions  de  ce  parallélipipède,  mesurées 
sur  des  droites  perpendiculaires  aux  faces.  Enfin,  comme,  en  projetant  les 
longueurs  r  et  w  sur  la  direction  U,  on  obtiendra  évidemment  pour  projection 
la  longueur  ^elle-même,  on  aura  encore 

TJ  =  rcos(r,  U)  =  mcos'w,  U)^ 


,  par  suite, 


('4) 


(•OS( 

r,U) 

cos( 

COSI 

COS! 
(OS 

/s 

[r,  W) 

On  trouvera  de  même 


cos((v,  W) 

et  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  "•  "  -  -  dans  la  formule  112),  orx 
en  tirera 

cosiu,  U)  cos(p,  f)  cos(«',^; 


(3io  ) 

Ajoutons  que  cette  dernière  formule  continuera  évidemment  de  subsister  , 
1**  quand  on  échangera  entre  elles  les  longueurs  r,  s;  2**  quand  on  rempla- 
cera chacune  des  longueurs  m,  p,  w,  T/,  F^,  TV  par  une  autre  longueur  portée 
sur  la  même  direction,  ou  même  sur  la  direction  opposée,  attendu  que, 
dans  le  second  membre  de  la  formule  (i5),  chaque  terme  reste  inaltérable, 
quand  deux  des  cosinus  qu'il  renferme  viennent  à  changer  de  signe.  Cela 
posé,  il  est  clair  que,  dans  la  formule  (i5),les  lettres  m,  t',  w  pourront  être 
censées  représenter  trois  longueurs  quelconques  mesurées,  à  partir  d'un 
>eul  point  O,  dans  trois  directions  arbitrairement  choisies,  et  les  lettres 
TT^  V^  W  trois  autres  longueurs  quelconques  mesurées ,  à  partir  du  même 
point  O ,  dans  trois  directions  respectivement  perpendiculaires  aux  trois  plans 
i'p,w),  (w,w),  (M,f),  la  longueur  Z7  étant  mesurée  du  même  côté  que  f<  par 
rapport  au  plan  ((^,tv),  la  longueur  /^  du  même  côté  que  v  par  rapport  au 
plan  (tv,  m),  et  la  longueur  W  du  même  côté  que  w  par  rapport  au  plan 
(z<,i^).  On  se  trouve  ainsi  ramené  au  théorème  de  la  page  iSy.  D'ailleurs 
i'équation  (i5),  qui  renferme  ce  théorème,  comprend,  comme  cas  parti- 
culier ,  la  formule  bien  connue 

\ï6)  cos(r^s)=z  cos(r,z/)cos(i',«) -r  coi(r,i>)cos{s,v)^  cos[r,w)cos(s,w), 

qui  se  démontre  de  la  même  manière,  et  qui  se  rapporte  au  cas  oiiles  trois 
longueurs 

se  mesurent  sur  trois  axes  perpendiculaires  entre  eux. 

Si  les  longueurs  r.  s  étaient  comprises  dans  le  plan  [u,  v),  l'équation  (16} 
donnerait 

,  I  -7)  CQS  i  r,  s)  =  cos  (/;  n)  cos  [s y  u)  -t-  cos  (r,  v\  cos  (.s,  v). 

il  y  a  plus  ;  pour  que  léquation  (17)  subsiste,  il  suffit  que  lun  des  angles 

[1%  U'),        (s,  W) 

devienne  droit,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  que  lune  des  longueurs  /•,  * 
se  mesure  sur  une  droite,  ou  comprise  dans  le  plan  (a,  p»),  ou  parallèle  à  ce 
plan.  Enfin  Téquation    16)  se  réduira  simplement  à 

(  1 8  ■  cos  (/•,  Sj  =  cos  (r,  u)  cos  {s,  n] , 

si  les  droites  sur  lesquelles  se  mesurent  les  longueurs  r,  s  sont  perpendicu- 
laires, l'une  à  la  direction  de  c,  l'autre  à  la  direction  de  w.  Mais  alors,  des 
deux  longueurs  i^,  w,  Tune,  étant  perpendiculaire  aux  directions  de  r  et  de  u, 
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sera  ,  par  suite  ,  perpendiculaire  au  plan  (r,  u) ,  tandis  que  l'aiUre,  étant  pei  - 
pendiculaire  aux  directions  de  s  et  de  u,  sera  perpendiculaire  au  plan  (s,  u). 
Donc ,  puisque  les  longueurs  c,  w  se  coupent  à  an j» les  droits,  les  plans  (/-,  u  , 
[s,  u)  se  couperont  eux-mêmes  à  angles  droits.  Réciproquement,  si  les  deux 
plans  (r,  m),  {s,  u)  se  coupent  à  angles  droits,  alors,  pour  obtenir  trois  direc- 
tions perpendiculaires  entre  elles,  il  suffira  de  joindre  à  la  direction  de  u  les 
directions  de  deux  longueurs  p,  w  mesurées  sur  deux  droites  respectivement 
perpendiculaires  à  ces  deux  plans,  et  1  équation  (i6)  se  réduira  immédiate- 
ment à  la  formule  (i  8). 

En  résumant  ce  qu'on  vient  de  dire,  on  obtient  les  trois  propositions  sui- 
vantes, dont  la  première,  connue  depuis  longtemps,  renferme  les  deux  autres 
comme  cas  particuliers. 

5®  Théorème.  Soient 

trois  longueurs  mesurées  sur  trois  axes  rectangidaires,  et 

A,    S 

deux  autres  longueurs  mesurées  sur  des  droites  quelconques.  On  aura 

cos(r,  s)  =  cos (r,  u)  cos (s,  u)  -h  cos  (/-,  (^j  cos  (5,  v)  -^-  ces  (/',  w)  cos  is,  ■i\\ . 
6^  Théorème.  Soient 

deux  longueurs  mesurées  sur  deux  axes  qui  se  coupent  k  angles  droits,  et 

/■,  s 

deux  autres  longueurs  dont  Tune  se  mesure  sur  une  droite  comprise  dans  U- 
plan  (m,  p)  ou  parallèle  à  ce  plan.  On  aura 

cos  (r,  s)  ■=:  cos  (r,  u)  cos  (i',  u)  -f-  cos  (r,  v)  cos  [s.  v). 

7''  Théorème.  Nommons 

u 

nue  longueur  mesurée  dans  une  direction  quelconque,  et 


deux  autres  longueurs  dont  les  directions  soient  telles  que  les  plans  [i\ u),  (^,  u] 
se  coupent  à  angles  droits.  On  aura 


cos  (/',  s)  =  cos  (r,  u)  cos  [s,  u). 


(3,.) 

Corollaire.  Pour  déduire  du  théorème  précédent  la  formule  (5),  il  suffit 
de  remplacer  les  trois  longueurs 

II,  r,  s 
par  les  trois  longueurs 

^r-,     tri    ^1 

qui  remplissent  évidemment  la  condition  énoncée,  attendu  que  les  plans 

{s,  s,)     et     (i,.,  s,). 

dont  l'un  peut  être  censé  renfermer  la  direction  de  /•,  l'autre  étant  perpendi- 
culaire à  cette  même  direction  ,  se  coupent  à  angles  droits. 

§  II.   —  Sur  les  relations- qui  existent  entre  les  cosinus  et  sinus  des  angles  que  forment  l'une 
avec  l'autre  trois  droites  parallèles  à  un  même  plan. 

On  déduit  aisément  des  principes  établis  dans  le  §  I  les  relations  qui  exis- 
tent entre  les  sinus  et  cosinus  des  angles  que  forment  entre  elles  trois  droites 
parallèles  à  un  même  plan,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  trois  droites 
comprises  dans  un  même  plan  et  prolongées  indéfiniment  à  partir  du  même 
point  O  dans  trois  directions  déterminées.  En  effet,  nommons 

/',  s,  t 

trois  longueurs  mesurées  dans  ces  trois  directions,  et  m,  t^  deux  autres  lon- 
gueurs qui  se  mesurent  sur  deux  axes  rectangulaires  tracés  à  volonté  dans  le 
plan  des  trois  premières.  La  formule  (17)  du  §  I  donnera 

/\  /\  /s  /s  /\ 

(i)  cos  (r,  s)  =  cos  (r,  u)  cos  [s,  u)  -f-  cos (/^  i^)  cos (s,  v). 

D'ailleurs,  la  direction  de  s^  étant  perpendiculaire  a  celle  de  t,  rien  n'empê- 
chera de  prendre 

On  aura  donc  encore 

(2)  cos  (r,  s)  =  cos  (r,  tj  cos  [s,  t)  -4-  cos  (r,  S()  cos  (s.  s^). 

Si,  dans  cette  dernière  formule  ,  on  échange  entre  elles  les  longueurs  /■,  ,ç,  on 
trouvera 

cos  [r,  s)  —  cos  (/■,  t)  cos  (i-,  t)  -t-  cos  (^,  />)  cos  (r,  r^)  ; 
puis,  en  substituant  à  la  longueurs  la  longueur  j^,  on  obtiendra  l'équation 

(3)  cos  (r,  St)  =  cos  (/>,  St)  cos  (r,  r^), 

entièrement  semblable  à  la  formule  (5)  du  §  I.  Gela  posé,  l'équation  (2) 


(  3i3  ) 
donnera 

(4)  cos(jÇs)  —  cos  (r,  t)  cos  (5,  t)  -\-  cos  (r,  r,)  cos  (^,  j,)  cos  {r„  5,). 
Mais,  d'autre  part,  r^,  5^  étant  perpendiculaires  à  i,  on  aura 

cos  (r,  /',)  =  sin  (r,  ^) ,     cos  (^,  ^f)  =  sin  {s,  t). 
Donc  la  formule  (4)  pourra  être  réduite  à 

(5)  cos  {i\s)  —  cos  (r,  t)  cos  (^s  0  +  sin  (r,  ^)  sin  {s,  t)  cos  (r„  ^;). 

Enfin,  puisque  les  longueurs  r^,  s^  se  mesureront  sur  des  droites  situées  dans 
un  même  plan,  et  perpendiculaires  à  i,  on  aura  nécessairement 

/\ 

cos(r,,  j-f)  =r=h  r, 

et ,  par  suite , 

(6)  cos  (r,  s)  =  cos  [r,  t)  sin  (>?,  /)  ±:  sin  (r,  ^)  sin  (.?,  ^) , 

le  signe  ih  devant  être  réduit  au  signe  —  ou  au  signe  +,  suivant  que  les 
directions  des  longueurs  r,  s  comprendront  ou  ne  comprendront  pas  entre 
elles  la  direction  de  la  longueur  t. 

La  formule  (6)  et  celles  que  l'on  peut  en  déduire  par  des  échanges  opérée 
entre  les  trois  longueurs 

r,  s,    t, 

expriment  des  relations  existantes  entre  les  cosinus  et  sinus  des  angles 

/\  /\  y\ 

(.,0,      (t,r),      (r,.), 

que  forment,  l'une  avec  l'autre,  les  directions  de  ces  trois  longueurs.  Con- 
cevons que,  pour  abréger,  on  représente  ces  trois  angles  à  l'aide  des  trois 
lettres 

<7,  b,  c. 

Alors,  si  les  directions  des  longueurs  r,  s  comprennent  entre  elles  la  direction 
de  la  longueur  t,  on  aura 

(r,  s)  =■  a  -^  b, 

et,  par  suite,  la  formule  (6),  dans  laquelle  le  double  signe  rh  devra  être  ré- 
duit au  signe  —,  donnera 

(■y)  cos  («  +  ^j  =r  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  b. 

Si,  au  contraire,  les  directions  de  r  et  de  s  sont  situées  d'un  même  côté  par 
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(3,4) 
rapport  à  la  direction  de  ^ ,  on  aura 

et ,  par  suite ,  la  formule  (6),  dans  laquelle  le  double  signe  rh  devra  se  réduire 
au  signe  -h,  donnera 

(8)  cos  [a  —  b)=^  cos  a  cos  ^  —  sin  a  sin  b. 

On  se  trouve  ainsi  ramené  aux  formules  connues  qui  déterminent  le  cosinus 
de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  angles  «,  b  en  fonction  des  sinus  et 
cosinus  de  ces  deux  angles.  A  la  vérité,  la  démonstration  ici  donnée  de  ces 
formules  semble  exiger  que  chacun  des  angles  a,  b  soit  positif  et  inférieur  à 
deux  droits.  Mais  évidemment  les  formules  (7),  (8)  ne  seront  pas  altérées  si 
l'on  fait  croître  ou  diminuer  l'un  quelconque  des  angles  a^  b  d'un  multiple  de 
la  demi-circonférence  n.  Alors,  en  effet,  chacun  des  termes  que  renferment 
ces  formules  conservera  la  même  valeur  numérique  en  changeant  ou  en  ne 
changeant  pas  de  signe,  suivant  que  le  multiple  en  question  sera  le  produit 
de  n  par  un  nombre  impair  ou  par  un  nombre  pair;  et,  d'ailleurs,  il  est  clair 
que,  pour  obtenir  un  angle  quelconque,  positif  ou  négatif,  il  suffira  toujours 
de  faire  croître  ou  diminuer  un  certain  angle  positif,  inférieur  à  deux  droits, 
d'un  multiple  de  n.  Donc,  pour  que  les  formules  (7),  (8)  se  trouvent  généra- 
lement démontrées,  il  suffit  de  les  établir  dans  le  cas  particulier  où  chacun 
des  angles  a,  b  reste  compris  entre  les  deux  limites  extrêmes  o,  u. 

Si,  dans  les  formules  (7) ,  (8) ,  obtenues  comme  on  vient  de  le  dire,  on  rem- 
place a  par  «  +  -,  on  obtiendra  immédiatement  les  équations  connues 
(9)  sin  (a-h  b)  =:  sin  a  cos  b  -h  sin  b  cos  a , 

( I  o)  sin  (^a  —  b)  =  sin  a  cos  ^  —  sin  ô  cos  a , 

qui  déterminent  le  sinus  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  angles  a,  b. 
en  fonction  des  sinus  et  cosinus  de  ces  deux  angles. 

Enfin,  des  formules  (7),  (8),  combinées  Tune  avec  l'autre  par  voie  d'addi- 
tion, on  tirera  immédiatement 

(11)  cos  [a-h  b)  -+-  cos  {a  —  b)  =  Q.  cos  a  cos  b. 

puis,  en  posant 

a  +  b  =  p,     a  —  b  =  q, 
on  trouvera 

(12)  COS /?  4- cos  ^  =  2  cos cos 


(3i5; 

II  est  bon  d'observer  que,  si,  dans  la  formule  (4),  on  substitue  à  la  Ion* 
gueur  s  la  longueur  ^,,  on  obtiendra  la  suivante  : 

/\  /s  /\  /\  /\  /\ 

(i3)       cos(r,^,)r=  cos(/',^)cos(^,^J  ■+■  cos{r,rc)coi(Si,ts)cos{rf,St). 

D'ailleurs  si,  dans  la  formule  (3),  on  échange  entre  elles  les  deux  lettres  s 
ett,  on  en  tirera 

(i4)  cos{r,ts)  =  cos(>^,^^)  cos(r,r^  ;. 

Ajoutons  que,  si  une  droite  mobile,  comptée  à  partir  du  point  O,  tourne 
autour  de  ce  point  de  manière  à  s'appliquer  successivement  sur  la  direction 
de  s,  puis  sur  la  direction  de  t,  une  longueur  mesurée  sur  une  perpendicu- 
laire à  la  droite  mobile  s'appliquera  successivement,  non  sur  la  direction 
des  deux  longueurs  s^,  t^,  situées,  la  première,  du  même  côté  que  s,  par 
rapport  à  ^,  la  seconde,  du  même  côté  que  t,  par  rapport  à^,  mais  sur 
lune  de  ces  deux  directions  et  sur  le  prolongement  de  l'autre.  Donc ,  par 
suite,  l'angle  {t,,St)  sera  égal,  non  pas  à  l'angle  {s,t) ,  mais  au  supplément 
de  (j, ^),  et  Ion  aura 
(i5)  cos  ^•f,/,)  =  —  cos[S,t). 

Or,  en  vertu  de  cette  dernière  formule,  jointe  à  l'équation  (i4',  l<»  l'Ji'- 
mule  (i3)  donnera 

(i6)  cos(r^,^,)  cos (r,r,)  =  cos(r,^)  cos(^,^,}  —  cos  (r,r,)cos(^,^)cos(r^,6-;). 

Mais,  d'autre  part,  on  aura 

/\  /\  /%  /\  /\  /\ 

cos(r,o)=:  sin(r,j),     cos(r,r^)  =  sin(r,^),     cos(^^,^  =  sin ;>,<). 

Donc  la  formule  (16)  pourra  être  réduite  à 

(17)  cos(r,,^,)sin(r,6-)  =  cos  {r,t)  sin(s,t)  ~  én{f\t)  cos{s,t)  cosi^t'i.St). 

Cela  posé,  en  représentant,  comme  ci-dessus,  par  a  et  h  les  deux  angles 
{s,t),  (r,^),  et  supposant  d'abord  que  les  directions  ;■,  s  comprennent  entre 
elles  la  direction  de  la  longueur  t,  on  trouvera 

/\  /\  /\ 

ir^s)  =  a-{-b,     cos(r^,^^)=  r,     co,s{/v,i'f)  =  —  1; 

en  sorte  que  l'équation  (i  7)  se  réduira  immédiatement  à  l'équation  (9).  Si ,  au 

40. 
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contraire,  les  directions  de  r  et  de  ^  sont  situées  d'un  même  côté  par  rapport 
à  la  direction  de  ^,  on  aura 

cos(r,7j,)  =  I, 
et,  de  plus, 

^  /\ 

(r,j)  =  a  —  b,     cos  (r^,^/j  =  i, 

{r,s)=^  b  ~~  a,     cos{rs,ts)  =  —  1, 
en  sorte  que  l'équation  (17)  se  réduira  simplement  à  l'équation  /^lo). 

§  III.  —  Sur  la  résolution  des  triangles  rectilignes. 

Soient  r,s,t  les  trois  côtés  d'un  triangle  quelconque.  Si,  en  prenant  Je 
côté  r  pour  base,  on  adopte  les  notations  établies  dans  le  §  I ,  on  pourra  repré- 
senter la  hauteur  par  s^  et  par  t^.  On  aura  donc 

Mais,  d'autre  part,  on  aura  [voir  la  formule  (3)  du  §  IJ 

[V  s^  =z  s  sm  (r,  s)^     t^  =  t  sm  (r,  tj._ 

Donc  la  formule  (i)  donnera 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

sin  [t,  r)  _   sin  ;/-,  s] 
s  t 

(Jette  dernière   équation   devant  subsister  quand  on  échange  entie  eux  leir 
côtés  r,  s,  on  en  conclura 

/\  /\  /\ 

/•>-  sin  [S,  t) sin  (t,  r) sin  (r,  s) 

r  i-         "~  /        ' 

Si  maintenant  on  nomme 

a,   ê,   y 

les  trois  angles  du  triangle  respectivement  opposés  aux  côtés 

/',  s,  t, 

1  angle  {sj  t)  se  réduira  évidemment,  ou  à  l'angle  a,  ou  au  supplément  de  a, 
et  l'on  aura ,  par  suite , 

/N 

sin  (f ,  t)  =  sin  a. 


(  3i7  ) 

Ou  trouvera  de  même 

/\ 
sin  {t,  r)  =  sin  5, 

/\ 
sin  (r,s)  =  siny. 

Donc  la  formule  (4)  pourra  être  réduite  à 

,.s.  sin  a sin  6  sin  ■/ 

On  se  trouve  ainsi  ramené  à  cette  proposition  bien  connue,  que  dans  un 
triangle  les  côtés  sont  proportionnels  aux  sinus  des  angles  opposés. 
Rappelons  d'ailleurs  que,  dans  la  formule  (4),  les  trois  anjjles  positifs 

^j  S»  7 
seront  toujours  liés  entre  eux  par  la  formule 

(5)  a  +  ê  +  7  ==  7r, 
de  laquelle  on  tire 

et,  par  suite, 

(6)  sin  a  =  sin  (ê  -r  y) ,      cos  a  =  —  cos  (o  -h  y). 

Or,  comme  je  l'ai  fait  voir  àMuXJnaljse  algébrique  (note  1),  et  dans  les  Ré- 
sumés analytiques j  on  peut,  des  équations  (4),  (5),  (6)  jointes  à  la  formule  (i  i^) 
du  §  II,  ou  bien  encore  aux  équations  (7)  et  (9)  du  même  parap^raphe,  déduire 
immédiatement,  avec  la  plus  grande  facilité,  les  diverses  formtdes  de  trip^o- 
nométrie  qui  servent  à  la  résolution  des  triangles  rectilignes. 

En  terminant  ce  paragraphe,  nous  observerons  que,  si  l'on  nmltiplie  la 
base  r  du  triangle  donné  par  la  hauteur  s,,  correspondant*^  à  cette  base,  le 
produit 

rs,., 

ainsi  obtenu,  sera  équivalent  au  double  de  la  surface  du  triangle.  Donc,  si 
Ton  nomme  A  cette  surface,  on  aura 

/\ 

(7)  A  =z  \rSr^=^  \rs  sin  '>,  s). 
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§  IV.  —  Sur  la  trigonométrie  sphérique. 


Soient 

r,  s^   t 


irois  longueurs  mesurées  ,  à  partir  d'un  même  point  O,  dans  trois  directions 
déterminées.  Ces  trois  longueurs  seront  les  trois  arêtes  d  un  certain  angle 
solide  irièdre  formé  par  les  trois  plans 

{s,i),     {t,r),     (r,5); 


représenteront  les  projections  absolues  des  longueurs  s,  t  sur  des  perpendicu- 
laires élevées,  dans  les  deux  plans  (r,  j),  (r,  t),  à  la  commune  intersection  / 
de  ces  deux  plans ,  i!  est  clair  que 

/\ 

représentera  l'angle  dièdre  opposé,  dans  Tangle  solide  dont  il  s'agit,  à  l'angle 
plan  (.f,  t).  Cela  posé,  faisons,  pour  abréger, 

a  =  [s,  ^,       b=  [t,  /■),       c  —  (r,  s) , 

/\  /N  /\ 

et  traçons,  sur  la  surface  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  l'unité,  le  triangle 
dont  les  sommets  coïncident  avec  les  points  où  cette  surface  est  traversée  par 
les  directions  des  arêtes  r,s,  t.  Les  six  lettres 

a,  b,  c;     a,  ê,   y 

représenteront  les  trois  côtés  du  triangle  sphérique  construit  comme  on  vient 
de  le  dire,  et  les  trois  angles  opposés  à  ces  côtés.  Ce  n'est  pas  tout;  si  Ton 
pose,  pour  abréger. 

les  trois  lettres 

R,  S,   T 

représenteront  les  projections  absolues  des  trois  longueurs 

r,  s,   t 
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sur  trois  droites  respectivement  perpendiculaires  aux  trois  pians 

{s,t),     (i,r),     ir,s); 

et  les  trois  longueurs 

r,  s,   t, 

considérées  comme  arêtes  d'un  tétraèdre,  formeront,  avec  les  faces  opposées 
à  ces  arêtes,  des  angles  dont  les  sinus  seront  respectivement  égaux  aux  cosinus 
des  trois  angles  X,  ju,,  v ,  déterminés  par  les  formules 

-l'ajoute  que  les  relations  existantes  entre  les  angles 

a,  b,  c;     a,   0,  7;     X,  /ji,  v 

pourront  être  aisément  découvertes  à  laide  des  principes  établis  dans  le  §  l". 
Entrons,  à  ce  sujet,  dans  quelques  détails. 

Observons  d'abord  que  si,  après  avoir  construit  un  parallélipipède  dont  les 
arêtes  soient  les  trois  longueuz-s 

r,  s,   t^ 

on  prend  pour  base  de  ce  parallélipipède  le  parallélogranmie  dont  les  côtés 
sont  les  longueurs 

s,  t, 

et  pour  base  de  ce  parallélogramme  l'arête  i,  Taire  A  du  parallélogranune  et 
le  volume  V  du  parallélipipède  se  détermineront  par  les  formules 

(i)  k:=.  tSt^      ^  =Ars^f, 

desquelles  on  tirera 

(2)  V  =  ts,r,,,. 

Comme  on  aura ,  d'ailleurs , 

/\  /\ 

S(  =  s  cos  (i-,  Sf)  —  s  sin  (j-,  t) , 
et 

r,,,  =  r  cos  (r,  r,.,) , 

la  formule  (2)  donnera 

(3)  V  =  rst  sin  (s,  t)  cos  (r,  r,,,). 

Donc,  si  l'on  désigne  par  drst  le  volume  du  parallélipipède ,  ou,  ce  qui  revient 
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au  même,  si  l'on  pose 

(4)  .«  =  -!, 

rst 

on  aiiia 

&  =  sin  {s,  t)  CCS  (r,  r^,^). 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  échange  entre  elles  les  lettres  /•,  s,  t,  on 
obtiendra  deux  nouvelles  valeurs  de  ^,  et  l'on  trouvera 

(5)  Q  =  sin  (s,  t)  cos  (r,  r,,,)  =  sin  (Cr)  cos  (j,'î,,,,)  =  sin  (/vO  cos  (/,?,,,) , 
ou,  ce  qui  revient  au  même , 

(6)  ^  =  sin  {s,  t)  cos  (/,/?)  =  sin (^7^)  cos (i-,'^'')  =  sin (r^i)  cos  (^,^7') , 
par  conséquent 

(7)  ^  =  ^in  «  cos  >,  =:  sin  b  cos  (u.  ~  sin  c  cos  v. 

La  valeur  de  Ô  fournie  par  chacune  des  équations  (5),  (6),  (7)  n'est  évidemment 
autre  chose  que  la  valeur  de  V  correspondante  au  cas  où  l'on  aurait 


c'est-à-dire  le  volume  du  paraliélipipède  qui  a  pour  arêtes  trois  longueurs 
équivalentes  à  l'unité,  et  mesurées  ,  à  partir  du  point  O,  sur  les  directions  de 
r,  s,  t.  Ce  volume  est  d'ailleurs  sextuple  du  volume  du  tétraèdre,  que  l'on 
peut  construire  avec  les  mêmes  arêtes,  et  que,  pour  abréger,  je  désignerai 
par  la  notation  (r,  s,  t). 

Il  est  bon  d'observer  encore  que ,  les  directions  des  longueurs  S  et  Tétant 
perpendiculaires  à  la  direction  de  r,  celle-ci  sera  perpendiculaire  au  plan 
[S,  T).  Pareillement  la  direction  de  s  sera  perpendiculaire  au  plan  (T,  lî). 
et  la  direction  de  t  au  plan  {R,S).  Donc,si,  comme  on  peut  le  supposer,  les 
trois  longueurs  R,  S,  T  se  mesurent,  ainsi  que  r,  s,  t,  sur  des  droites 
qui  partent  du  point  O,  le  tétraèdre  (r,  s,  t),  qui  aura  pour  arêtes  les  trois 
longueurs  r,  s,t,et  le  tétraèdre  (R  ,  S  ,  T)  qui  aura  pour  arêtes  les  trois 
longueurs  /?,  S,  T,  jouiront  de  cette  propriété  remarquable  ,  que  les  arêtes 
de  l'un  seront  perpendiculaires  aux  faces  de  l'autre.  Ajoutons  que,  si  une 
face  mobile ,  et  limitée  par  l'arête  /•,  tourne  autour  de  cette  arête  de  manière 
à  s'appliquer  successivement  sur  la  face  (r,  t),  puis  sur  la  face  (r,  s),  une 
longueur  mesurée  à  partir  du  point  O,  dans  une  direction  perpendiculaire 
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au  pian  de  la  face  mobile,  s'appliquera  successivement  non  sur  les  directions 
des  longueurs 5",  Z' situées,  la  première  du  même  côté  que  s,  par  rapport  au 
plan  (r,  t),  la  seconde  du  même  côté  que  t,  par  rapport  au  plan  (r,  s),  mais 
sur  l'une  des  deux  directions  vS",  T  et  sur  le  prolongement  de  l'autre.  Gela 
posé,  les  deux  triangles  sphériques  qui  auront  pour  sommets  les  points  ou 
les  arêtes  des  deux  tétraèdres  (r,  s,  t)^  (i?,  S,  T),  traverseront  la  surface  de 
la  sphère  dont  le  rayon  est  lunité,  seront  évidemment  ce  qu'on  appelle  deux 
triangles  supplémentaires  l'un  de  l'autre,  c'est-à-dire  deux  triangles  dont 
l'un  a  pour  côtés  les  suppléments  des  angles  de  l'autre. 

Soit  maintenant  0  le  volume  du  parallélipipède  qui  aurait  pour  arêtes  trois 
longueurs  équivalentes  à  l'unité,  et  mesurées,  à  partir  du  point  O,  sur  les 
directions  de  i? ,  iS" ,  T'.  A  la  formule  (5)  on  pourra  joindre  la  suivante 

(8)0=  sin(^C^)cos(i?7i?5,3)=sin(7fi?)cos(5,'^r,;;)  =  sin(/Cv^)  cos(7fr„^ ,). 

Mais  les  longueurs  r,  Rs,T^  dont  chacune  sera  perpendiculaire  au  plan  [S,  T], 
se  mesureront,  à  partir  du  point  O,  sur  une  même  droite  ;  et  comme  l'angle 
aigu,  formé  par  cette  droite  avec  la  direction  de  R,  pourra  être  représenté 
par  chacune  des  notations 

on  aura  nécessairement 

On  trouvera  de  même 

(^>r,,)  =(.>), 

donc  l'équation  (8)  donnera 

(9)     0  =sïn{S?T)cos(P,R)=sm{7\jR)cos{s,%  =  sin  {R^)  cos(t,  T), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

fio)  0  =  sinacosX=  sine  cosp.  :=:  sin  y  cosv. 

Si  l'on  combine  entre  elles,  par  voie  de  division,  les  formules  (7;  et  (loj,  on 
sera  immédiatement  conduit  à  la  suivante 

s  sin  « sin  b       sin  c 

\^^)  ©       sin  a       sin  S        sin  7 

D'ailleurs  -  représente  évidemment  ici  le  rapport  des  volumes  des  parallé- 

Ex.  d'An,  et  de  Ph.  math.,  T.  III.  (34^  livr.)  4  « 
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Jipipèdes,  ou  bien  encore  des  tétraèdres  dont  les  arêtes  équivalentes  à  runité 
se  mesurent,   d'une  part,  sur  les  directions  des  longueurs  r,  j,  t,  d'autre 
part,  sur  les  directions  des  longueurs  /?,  S,  7\  On  se  trouve  donc  ainsi  ra- 
mepé  àla  proposition  connue  dont  voici  l'énoncé  : 

i^'  Théorème.  Un  triangle,  tracé  sur  la  surface  de  la  sphère  dont  le  rayon 
est  l'unité ,  offre  des  côtés  dont  les  sinus  sont  proportionnels  aux  sinus  des 
angles  opposés  à  ces  mêmes  côtés,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  aux  sinus 
des  côtés  du  triangle  supplémentaire,  le  rapport  entre  les  sinus  des  côtés  cor- 
respondants des  deux  triangles  étant  précisément  le  rapport  entre  les  volumes 
des  deux  tétraèdres  qui  ont  pour  arêtes  les  rayons  menés  du  centre  de  la 
sphère  aux  sommets  de  ce  triangle. 

Les  sinus  des  angles  a,  b,  c,  a,  ê,  y,  et  les  cosinus  des  angles  X,  p.,  v  ne 
sont  pas  seulement  liés  entre  eux  par  les  formules  (7),  (8);  ils  vérifient  encore 
certaines  équations  dont  Tune  coïncide  avec  l'équation  (7)  ou  (io)du§  I*"^, 
tandis  que  les  autres  se  déduisent  de  celle-ci  à  l'aide  d'échanges  opérés 
entre  les  trois  lettres  /',  s ,  t.  Telle  est ,  par  exemple  ,  l'équation 

(  1 2)  cos  (r,  r^^  t)  =  cos  (r,  r^)(cos  r^,  r^,  i) 

que  le  7^  théorème  du  §  P''  peut  fournir  immédiatement,  attendu  que 
le  plan  (r^,  r^^)  passant  par  deux  droites  perpendiculaires  à  s  sera  lui- 
même  perpendiculaire  à  ^,  et ,  par  suite,  au  plan  (r,  r^)  qui  renferme  la  lon- 
gueur s.  Gomme  on  aura  d'ailleurs  [voir  les  formules  (i)  et  (9)  du  §  V*""] 

/\  /\  /\  /\ 

cos  (r,  r^)  =  sin  (/•,.?),     cos  (r^,  r^^i)  =  sin(r^,  ^j), 

l'équation  (12)  pourra  être  réduite  à 

(  1 3)  cos  (a-,  /',,  t)  =  sin  (r,  s)  sin  (r„  ^,), 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  à 

(  1 4)  cos  X  =  sin  ^  sin  S. 

On  établira  de  la  même  manière  les  six  équations  comprises  dans  les  trois 

formules 

/  cos  X  =  sin  è  sin  7  =  sin  c  sin  ê, 

fiS)  ]  cos  jui=  sine  sin  a  =  sin  a  sin  7, 

'  cos  V  =  sin  fît  sin  ê  =  sin  b  sin  a, 

desquelles  on  tire  non-seulement 

sin  a sin  i  ^ sin  c 

sin  a        sin  6        sin  7 
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mais  encore 
( 1 6)  cos  X  cos  jUL  cos  V  =  sina  sin  b  sin  c  sin  a  sin  ê  sin  y . 

Ajoutons  que,  des  formules  (i5),  combinées  avec  les  équations  (7)  et  (10). 
on  tire 

6@  =  sin  a  sin  a  cos^  1=:  sma  sin  ^  sin  c  sin  a  sin  S  sin  y, 

et,  par  conséquent,  eu  égard  à  la  formule  (16) , 

(ly)  COSX  COSp,  COSV  =:  ©0. 

On  se  trouve  ainsi  conduit  au  théorème  qui  s'énonce  dans  les  termes  suivants  : 
2^  Théorème.  Deux  triangles  supplémentaires  l'un  de  l'autre  étant  tracés 
sur  la  surface  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  l'unité ,  les  trois  rayons  menés 
du  centre  de  la  sphère  aux  sommets  du  premier  triangle  formeront,  avec  les 
trois  rayons  menés  du  même  centre  aux  sommets  correspondants  du  second 
triangle,  trois  angles  dont  les  cosinus  offriront  un  produit  équivalent  au  pro- 
duit des  volumes  des  deux  parallélipipèdes  qui  auront  pour  arêtes ,  l'un  les 
trois  premiers  rayons ,  l'autre  les  trois  derniers. 

On  pourrait  encore,  des  formules  (7),  (10),  (i  i),  (i5),  déduire  immédiate- 
ment les  équations 

(18)  sin«sin6sinc  = -?     sin  a  sin  ê  sin  y  = -r-^ 

qui,  jointes  à  la  formule  (16  ,  reproduisent  l'équation  (17  . 

Aux  diverses  formules  que  nous  venons  d'obtenir,  on  peut  joindre  les 
équations  (5)  et  (17)  du  §  II,  qui  continuent  de  subsister  dans  le  cas  même 
où  les  trois  longueurs  r,  s,  t  cessent  d'être  renfermées  dans  un  même  plan. 
En  effet,  pour  établir  généralement  ces  équations,  il  suffira  de  recourir  au 
6^  théorème  du  §  P''.  Concevons  ,  pour  fixer  les  idées ,  que  l'on  veuille  établir 
la  formule  (5)  du  §  II ,  en  supposant,  comme  ci-dessus,  que  les  trois  lon- 
gueurs r^s,t  se  mesurent,  dans  trois  directions  quelconques,  à  partir  dun 
même  point  O.  Le  6^  théorème  du  §  I"  donneia 

^iç)  cos  (/',  s]  =  cos  (r,  u)  cos  (s,  11)  -+-  cos  (r,  v)  cos  [s,  \') , 

u,  V  étant  deux  longueurs  nouvelles  mesurées  sur  deux  droites  perpendicu- 
laires lune  à  l'autre,  et  tellement  choisies  que  le  plan  (u,  v)  soit  parallèle  a 
Tune  des  longueurs  r,  s.  Or  ces  conditions  seront  effectivement  remplies  si 
1  oi)  prend 

4i. 
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puisque  alors  le  plan  (w,  v)  pourra  être  censé  se  confondre  avec  le  plan  {s,  t), 
et  que  d'ailleurs  s^  sera  perpendiculaire  à  t.  En  conséquence,  on  tirera  de 
la  formule  (19) 

(20)  cos  (r,  s)  =  cos  (r^^)  cos  (s^t)  +  cos  (r^5,)  cos  {s^s,}. 
Mais,  d'autre  part,  on  aura  [voir  la  formule  (5)  du  §  P'] 

cos  (/',  St)  — -  cos  (r,  r,)  cos  (r^ ,  jj. 
Donc  la  formule  (20)  donnera 

(2 1 )  cos  (/•,  s)  =  cos  (r,  t)  cos  [s^t)  -+■  cos  (rfr,)  cos  [s^St]  cos  (r,,'^^). 
Enfin  l'on  aura  [voir  la  première  des  formules  (1)  du  §  F"^], 

cos  (r,  r^)  =  sin  (r,  t) ,     cos  (.^,  j^)  r=  sin  (s'^t). 
Donc  la  formule  (21)  pourra  être  réduite  à 

(22)  cos  (r,  i-)  =  cos  (r,  «)  cos  {s,  t)  +  sin  (r,  t)  sin  (^,  ^)  cos  (r^,  i,). 

Ainsi,  en  partant  du  6*"  théorème  du  §  1%  et  raisonnant,  d'ailleurs,  comme 
dans  le  §  11,  on  établit  immédiatement,  pour  tous  les  cas,  la  formule  (5)  de 
la  page  3 1 3,  et  il  est  clair  que  l'on  établira  généralement  de  la  même  manière 
la  formule  (17)  de  la  page  3i5,  c'est-à-dire  l'équation 

(2  3)  sin  (r,  s)  cos  {r„  t,,)  =  cos  (r,  t)  sin  (j,  t)  —  sin  {r\t)  cos  (M)  cos  (r^^^,). 

Ajoutons  qu'en  vertu  des  notations  adoptées ,  les  formules  (22),  (23)  pourront 
s'écrire  comme  il  suit  : 

(24)  cos  c  =  cos  a  cos  b  -h  sin  a  sin  h  cos  7, 

(2 5)  sin  c  cos  ê  =  sin  a  cos  h  —  sin  b  cos  a  cos  7. 

Si,  aux  formules  (22),  (23),  on  joint  celles  que  l'on  peut  en  déduire  à  l'aide 
d'échanges  opérés  entre  les  trois  lettres /,  ^,  ^,  on  obtiendra  en  tout  neuf 
équations,  savoir,  trois  équations  semblables  à  la  formule  (22),  qui  pourront 
s'écrire  comme  il  suit  : 

/    cos  a  =  cos  b  cos  c  -+-  sin  b  sin  c  cos  a. 

(26)  cosè  =  cosccosa -t- sincsin«  cosê, 
(   cos  (7  r=  cos  «cos  ^  +  sin  a  sine  cos  7, 


(  325  ) 

et  six  équations  semblables  à  la  formule  (23),  qui  pourront  s'écrire  conmie 
i!  suit  : 


(^7) 
-29) 


1    sin  a  CCS  ê  ==  sin  c  cos  h  —  sin  h  cos  c  cos  a, 
I    sin  a  cos  y  =  sin  -^  cos  c  —  sin  c  cos  h  cos  a, 

j    sin  h  cos  y  =  sin  rt  cos  6-  —  sin  c  cos  «  cos  ê, 
f    sin  è  cos  a  =  sin  f  cos  a  —  sin  a  cos  c  cos  ê, 

sin  c  cos  a  =  sin  ^  cos  a  —  %\wa  cos  è  cos  y, 
sin  c  cos  ê  =  sin  a  cos  ^  —  sin  è  cos  a  cos  y. 


D'ailleurs,  pour  obtenir  les  équations  (27),  il  suffit  de  substituer,  dans  la 
deuxième  et  la  troisième  des  formules  (26),  la  valeur  de  cos  a  fournie  par  la 
première;  et,  par  suite,  on  peut,  de  l'équation  (24)5  tirer,  avec  la  plus 
Jurande  facilité,  non-seulement  les  trois  formules  (26),  mais  encore  les  for- 
mules (27),  (28),  (29). 

Il  y  a  plus  :  on  peut,  comme  on  sait ,  déduire  de  la  seule  équation  (24) , 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  première  des  équations  (26) ,  les  princi- 
pales formules  de  la  trigonométrie  sphérique,  telles  qu'on  les  trouve  dans  un 
grand  nombre  d'ouvrages  et  de  Mémoires ,  entre  lesquels  on  doit  remarquer 
le  Mémoire  inséré  par  Euler  dans  les  Acta  Academiœ  PetropoUtanœ  de 
Tannée  1779-  Avant  de  terminer  ce  paragraphe ,  je  rappellerai,  en  peu  de 
mots,  comment  ces  déductions  s'effectuent. 

D'abord ,  si  l'on  échange  entre  eux  les  deux  triangles  sphériques  supplé- 
mentaires l'un  de  l'autre  ,  dont  le  premier  a  pour  côtés  a,  è,  c,  et  pour  angles 
a,  ê,  y,  on  obtiendra,  non  plus  les  formules  (26),  (27),  (28),  (29),  mais  celles 
qu'on  en  déduit  quand  on  y  remplace 

rt,   b,   c,     a,   ê,   y 
par 

-  —  a,   71  —  é,   -  —  y,     n  —  a^  -  —  />,   -  —  c , 

c  est-à-dire  les  équations 

/    cos  a  =  sin  ê  sin  y  cos  a  —  cos  ê  cos  y, 

(^3o  )  <,    cos  ê  =  sin  y  sin  a  cos  h  —  cos  y  cos  a. 

f    cos  y  =  sin  a  sin  o  cos  c  —  cos  a  cos  o  ; 

,^  ,  i    sin  a  cos  b  =■  sin  y  cos  ê  -h  sin  ê  cos  y  cos  a  . 

f    sin  a  cos  c  =  sui  S  cos  y  -h  sm  y  cos  b  cos  a  ; 
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z^,^  j    sin  ^  cos  <?  =  sin  a  cos  7  H- sin  7  cos  a  cos  ^ , 

1    sin  ê  cos  rt  =  sin  7  cos  a  +  siu  a  cos  7  cos  è  ; 

,-^2^  j    sin  7  cos  «  =  sin  g  cos  a  4-  sin  a  cos  ê  cos  c , 

I    sin  7  cos  ô  =  sin  a  cos  ê  +  sin  ê  cos  a  cos  <:. 

Observons  d'ailleurs  :    1°  que  les  équations  (27),  (28),  (29)  sont  linéaires  par 
rapport  aux  trois  sinus 

sin  a,     sin^,     sin  6% 

et  les  équations  (3i),  (32),  (33)  par  rapport  aux  trois  sinus 

sin  a,     sin  ê,     sin  7; 

î"  que ,  pour  déduire  les  équations  (3i),  (32),  (33)  des  équations  (27),  (28),  (29). 
il  suffit  de  remplacer,  dans  celles-ci, 

sin<2,     sin  Z>,     sin  f 
par 

sin  a,     sin  §,     sin  7. 

Il  résulte  immédiatement  de  ces  observations ,  que  les  valeurs  des  rapports 

sin  b        sin  c 
sin  a        sin  a 

déterminées  par  deux  quelconques  des  équations  (27),  ^28),  (29),  se  confon- 
dent avec  les  valeurs  des  rapports 

sin  S        sin  7 
sin  x'      sin  a 

déterminées  par  deux  des  équations  (3i),  (32),  (33).  Donc  1  équation  (24    en- 
traîne avec  elle  les  deux  formules 


(S4) 

sin  0          sin  b        sin  7 
sin  a           sin  n        sin  y. 

comprises 

luiir  { 

;t  Tantre  dans  la  suivante  , 

(35: 

sin  7.         sin  ^ 
sin  a          sin  é 

et,  par  conséquent,  dans  la  formule  (11).  Au  reste,  on  peut  encore  dédunc 
immédiatement  la  première  ou  la  seconde  des  formules  (34), des  équations  (33) 
ou  (32;,  jointes  aux  formules  (26).  x\insi,  par  exemple,  quand  on  élimine 


(3^7  ) 

sin  y  entre  les  équations  (33),  on  obtient  la  formule 

sin  6  (cos  a  —  cos  b  cos  c)  cos  ê 

sin  a  (cos  h  —  cos  c  cos  a)  cos  a 

qui,  étant  jointe  aux  deux  premières  des  équations  (26),  reproduit  la  for- 
mule (34). 

Lorsque, étant  donnés  les  trois  côtés  a^b^c  d'un  triangle  sphérique,  on  veut 
déterminer  l'un  des  angles  a,  ê,  y,  il  suffit  de  recourir  à  l'une  des  équa- 
tions (26).  S'agit-il,  par  exemple,  de  fixer  la  valeur  de  l'angle  y  ou  ir^^s^)  ; 
on  aura ,  en  vertu  de  l'équation  (24), 

„  ^ ,  cos  c  —  cos  a  cos  b 

(J6)  cos  y  = ;- — -. — -j 

'  '  sin  a  sin  b 

Alors  aussi  on  déduira  sans  peine  les  valeurs  des  lignes  trigonométriques 


de  l'équation  (36),  jointe  aux  deux  formules 

.    2  7  ï — COS7  „7  i-hcos-y 

sm^  -  =  — '-•>     cos^  -  =  '-, 

22  3  2 

et,  en  posant,  pour  abréger, 

a  +  h  -+■  c  r=z  ip^ 
on  trouvera 

(    sin    1    =:       /r^^-ip--)sin{p~b)  I 
I  2  V  sm  a  sin  y 

(37) 

(  -  H  n/[- 


rsin/>  sin  (p  —  c)  \ 


On  pourra  même ,  de  ces  deux  dernières  formules ,  tirer  immédiatement  les 
valeurs  de 


7  2  .  -77 

tanp:  -  = 5  sm  7  =  2  sm  -  cos  -  y 

"2  7  ♦  22 

cos  - 


et  l'on  trouvera  ainsi  : 

(38)  tang  ^  =   /[""(f- °)  f  (/--'■)], 

-      ^  2         VL        sm^sin(f» C)       J 

(-30)  sin  7=   2  v/[s^"  p&m{p—a)  sin  (/?  —  b)  sin  (^  —  c)\ 

''^  '       '  sin  a  sin  è 


(328) 
par  conséquent , 

siny  y/[sin/?  sin(/?  —  a)sin;/> — b)sm{p  —  c)] 

sin  c  sin  a  sin  b  sin  c 

I.e  second  membre  de  la  dernière  équation  n étant  pas  altéré,  quand  on 
échange  entre  eux  les  sommets  et,  par  suite,  les  côtés  du  triangle  sphérique 
que  Ion  considère,  le  premier  membre  devra  jouir  de  la  même  propriété; 
d'où  il  résulte  qu'on  peut  encore  revenir  immédiatement  de  l'équation  (Sg) 
à  la  formule  (35).  D'ailleurs,  l'équation  (Sg)  pouvant  s'écrire  comme  il  suit  : 

1  y/[sin/?sin(/?  —  a)siu{p  —  b)sm{p  —  c)]  =  sin  <2  sin  è  sin  7 , 

donnera,  eu  égard  aux  formules  (7)  et  (i5), 

(4o,  ô  =  '2  \J[sinpsin(p  —  a)sin{p  —  b)sm{p  —  c)]. 

L'équation  (4o)  entraîne  évidemment  le  théorème  dont  voici  l'énoncé  : 
S*'  Théorème.  Soient 

a,  h,   c 

les  trois  côtés  d'un  triangle  sphérique,  tracé  sur  la  surface  de  la  sphère  qui 
a  l'unité  pour  rayon,  et  p  le  demi-périmètre  de  ce  triangle.  Le  produit  des 
sinus  des  quatre  angles 

P^     /3-cr,     p-b,     p~c 

offrira,  pour  racine  carrée,  la  moitié  du  volume  du  parallélipipède  dont 
les  arêtes  seront  les  rayons  menés  du  centre  de  la  sphère  aux  trois  som- 
mets du  triangle  sphérique ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  le  triple  du 
volume  du  tétraèdre  construit  avec  ces  arêtes. 

Il  est  bon  d'observer  que  chacune  des  formules  (36),  (3^),  (38)  détermine 
complètement  la  valeur  de  l'angle  y,    toujours  positif  et  inférieur  à  deux 

droits,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  valeur  de  l'angle  -■>   toujours  positif 

et  inférieur  à  un  droit.  Cela  posé,  il  est  clair  que  les  formules  (37),  (38  , 
qui  se  prêtent  d'elles-mêmes  aux  calculs  par  logarithmes,  fournissent  le 
moyen  de  résoudre  très-facilement  un  triangle  sphérique  dont  les  trois  côtés 
sont  connus.  Les  formules  analogues  que  l'on  déduira  de  celles-ci,  en  substi- 
tuant au  triangle  sphérique  proposé  le  triangle  supplémentaire,  fourniront 
le  moyen  de  calculer  les  côtés  a.,  b,  c  du  premier  triangle,  lorsque  ses  trois 
angles  a,  ê,  7  seront  connus.  Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  qu'il  s'agisse 


(  3^9  ) 
de  calculer  le  côté  c.  Alors ,  en  posant 

a  +  ê  +  7  =  '-it7, 

et  remplaçant ,  dans  les  formules  (37),  (38), 

«2,  h,  c,  p,  7 

par 

on  trouvera 

-  a)  cos  (ct  —  ê)l 
"^  COSCT  COs(ni  —  7)  I 

sin  a  sin  6         j 
.  cos  CT  cos  (ct  —  7)      '] 

(4^)  t^"8  â  =  V  I  cos(..-a)co^-7),  I  ■ 

Quant  à  la  résolution  d'un  triangle  sphériqu(3,  dans  lequel  on  eoniiait 
deux  côtés  et  l'angle  compris ,  ou  un  côté  et  les  deux  angles  adjacents  à  ce 
côté,  elle  se  tire  sans  peine  des  considérations  suivantes. 

Concevons  que  l'on  combine  par  voie  d'addition  on  de  soustraction  les 
deux  formules  (9.9).  On  trouvera  ainsi  : 

I(cos  a  +  cos  ê)  sin  c  =  (  i  —  cos  7  -  sin  [a  +  })) , 
(cos  ê  —  cos  a)  sine  =  (i  +  cos  7)  sin  [a  —  h). 
Mais,  d'autre  part,  on  tirera  de  la  formule  (35^ 

sina-hsinê  sin  a  — sine  sin  7 

\^^>  sin  a -4- sine  sina  —  sin  ^  sine* 

par  conséquent, 

^  I  (sin  a 4-  sine)  sine  =  sin 7  {sma  -t-  sin  b), 

^^"^^  I  (sin  a  —  sine)  sine  =  sin 7  (sin«  —  sin^). 

Enfin  ,  on  aura  identiquement 

cos  a  -h  cos  S  =  1  cos cos  ' — —•>     cosê  —  cosa  =  1  sin ^  sin  ', 

22  22 

.a +6  a  —  6  .  .^  .a  —  6  a  +  § 

SU)  a  -h  sm  b  :^  2  sm cos ?     sm  a  —  sm  S  =  a  sni cos  • 

2  2  2  2 

et,  par  suite, 

a  H-  6 sin  a  H-  sin  é  cos  é  —  cos  y. 

"      2  cosa+cosê         sin  a  —  sin  6 

a  —  ê cos  ê  —  cos  a  sin  a  —  sin  é 

"      2  sin  a  +  sin  S         cos  a  +  cos  ^ 

Lx.  a  An   et  de-  Phyi.  vzath.,  ï,  lll.  (5JÎ«  iivr.}  4^ 


(  33o  ) 
Oonc  ,  eu  égaid  aux  formules  (43)  et  (45),  ou  trouveia 

/  a  +  6 siny  sin  «  -h  sin  /!/  '4-  t;osY   sin  (a  —  r); 

f/ft\  )  "2  I — COS7      s\n(n -\- b)  siny      sin  «  —  sinh 

],         y.  —  ê       I +COS7      sin  (7 — ft)  sin7      sin  « — sin /v 

V  '^'2.  sin  7  sin  «7  H-  sin  0  1  —  00S7   sin(a  -f-  0^ 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

a  —  b 
co 

(47) 

•^       2             .     aH-^  """  2 
sin  

Si  Fou  remplace  le  triangle  spbérique  donné  par  le  triangle  supplémen- 
taire ,  on  devia,  dans  les  formules  (47)»  remplacei" 

a ,         h ,  t' ,  a ,  ê ,  Y 

par 

-  —  a,   7:  —  ê,   TT  —  y,   rr  —  rt,   n  —  b,  n  —  c. 


cos  - 
^  cot^. 

rt  H-  /;  2 

cos 


On  aura  donc  encore 

I  trm  g— ^  - 

m 


cos  - 


-^Xgta"8,^ 


./  —  /.               2 
tang   = ^taiijj  - 

"  9.  a -4- s  <>   - 


puis  on  en  conclura 


puis 


(49) 


a  -t-o 
/   COS 

— -, 

\         a  — 6 

1  COS 

/  2 


cot  — ^  tang  „  , 


a  —  b  i 

cot  --—  tang  ; 


0.  sin  c  2 

—  ^         sin  [a  —  b)         2  7 


(  33i  ) 
D'ailleurs,  les  fornmios  (43)  peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 

Sa  +  S  a  —  Ç        sin  («  H-  6;     .    2  7 

COS  ( 

et ,  en  ayant  égard  aux  deux  équations  identiques 

sin  c  tanfî  -  =  i  sin^  -  •      sin  c  cot  -  —  2  cos^  -  •> 
^9.  9.  2  2 

on  tire  des  formules  (49J,  combinées  avec  les  formules  (5o),  par  voie  de  mul- 
tiplication ou  de  division, 

/                                               sin^  -                                                   ,  sin-  - 
I     COS^ =  COS •         COS-  =r:   sm"  — -— "• 


^50         < 

f    sin^^^ =  cos^^^^ — -■,        ïm'-- — ^  =:  sin'"^ 


,  cas'-  ,  ,  cos^  ' 


four  réduire  ces  dernières  aux  équations  connue; 
i  co: 


c  a-hb     .7  a— Ç     .     c  .     a-hb     .     ', 

COS-  =  COS sm  -5       COS sin     =  sin-- —  sin 


,      .      „  +  ê  c  a  —  b  7  .     a  — G     .      c  .     a—b  7 

/  sm cos-=:cos COS--.       siu sm  -  —  sm cos-? 

'22  22  22  22 

il  suffira  d'extraire  les  racines  carrées  de  chaque  membre,  puis  d'observer: 
i"  que,  chacun  des  angles 

abc  a       o        7 


étant  inférieur  à  un  droit,  chacune  des  lignes  trigonométriques 

.     c  c  .     -j  7  .     a-\-b         .     x-\-Z  a — b  a  —  6 

sm-5    COS--»     sin--    ces  y-     sm ^    sm  ?    cos cos 

2  2  2  6*  2  2  2  2 

sera  positive;  2"  qu'en  vertu  des  formules  (/19; ,  cos  —^ —  sera  un  cosinus  af- 
fecté du  même  signe  que  les  deux  quantités 

a  -hb                 a  -\-b 
cot  5        cos : 


(  332  ) 
—  un  sinus  affecté  du  même  signe  que  les  deux  quantités 

a~b 


sin  - 


Les  formules  (47)  et  (48),  analogues  à  celle  qui,  dans  la  Trigonométrie  rec- 
tiligue  ,  sert  à  la  résolution  d'un  triangle  dans  lequel  on  connaît  deux  côtés 
et  1  angle  compris,  constituent  ce  qu'on  appelle  les  analogies  de  Néper. 
Observons  d'ailleurs  qu'on  les  reproduira  immédiatement  si  l'on  combine 
entre  elles  ,  par  voie  de  division  ,  les  formules  (62). 

liCS  formules  (47),  jointes  à  l'une  quelconque  des  formules  (48)  ou  (62), 
fournissent  le  moyen  de  résoudre  complètement  un  triangle  sphérique  dans 
lequel  on  connaît  deux  côtés  a^  b  et  l'angle  compris  7.  En  effet,  un  tel 
triangle  étant  proposé,  on  pourra  déduire  immédiatement  des  formules  (47) 
les  demi-sommes 

g  +  g        g  —  6 
2      '  2 

renfermées,  la  première  en  ire  les  limites  o,  n,  la  seconde  entre  les  limites  —  '-^ 
-^  ^,  et,  par  suite,  les  angles  a,  ê;  puis  de  l'une  quelconque  des  for- 
mules (48)  ou  (32),  la  valeur  de  -  comprise  entre  les  limites  o,  -,  et,  par 
suite,  la  valeur  de  c. 

Pareillement  les  formules  (48) ,  jointes  à  l'une  quelconque  des  équations  (47) 
ou  (52),  fournissent  le  moyen  de  résoudre  un  triangle  sphérique  dans  lequel 
on  connaît  un  côté  c  et  les  deux  angles  adjacents  a,  ê.  En  effet,  un  tel 
triangle  étant  proposé,  on  pourra  déduire  immédiatement  des  formules  (48) 
les  demi-sommes 

r<-\-b        a-b 
?.      ■  2      ' 

comprises ,  la  première  entre  les  limites  o  ,  tt  ,  la  seconde  entre  les  limites  —  ^  • 
-^  -  ,  et,  par  suite,  les  côtés  a,  b:  puis  de  l'une  quelconque  des  foi- 
niules  (47)  ou  (52) ,  la  valeur  de  -  comprise  entre  les  limites  o,  ^,  et,  par 
suite ,  la  valeur  de  y. 

Si  l'on  donnait,  dans  un  triangle  sphérique,  deux  côtés  a,  b  et  l'angle  a 
opposé  à  l'un  d'eux,  ou  deux  angles  a,  ê  et  le  côté  a  opposé  à  l'un  d'eux, 
on  commencerait  par  déterminer  Fangle  §  ou  le  côté  b^  à  l'aide  de  la  for- 


(  333  ) 

tnule(35)  réduite  à 

sin  6  sin  a 

sin  b         sin  û' 

mais  à  la  valeur  de  sin  g  ou  de  sin  h,  tirée  de  cette  formule,  correspon- 
draient deux  valeurs  de  ê  ou  de  h,  é^^alement  admissibles,  et  représentées 
par  deux  angles,  l'un  aigu,  l'autre  obtus.  D'ailleurs,  les  côtés  a ,  b  ei  les 
angles  a,  ê  étant  supposés  connus,  on  pourrait  déduire  la  valeur  de  c  de 
l'une  quelconque  des  équations  (48),  et  la  valeur  de  y  de  l'une  quelconque  des 
équations  (47). 

Dans  le  cas  particulier  où  l'un  des  angles  du  triangle  sphérique ,  langle  7 
par  exemple,  se  réduit  à  un  angle  droit,  on  a 

cos  Y  =  o  ,     sin  7=1, 

et  les  formules  (24)  et  (35)  se  réduisent  aux  suivantes  : 

(53)  cosc  =  cosrt  cosè, 

^  sin  a sin  §  1 

v^-^)  sin/7  ~~  sine        sine 

dont  la  dernière  peut  être  remplacée  par  les  deux  équations 

■55)  sin  rt  =  sin  a  sine,     sin  ^  =  sine  sine. 

Alors  aussi  les  formules  (3o)  donnent 

(^56)  cos  a  —  cos  rt  sine,     cos  §  =  cos  6  sin  a. 

On  doit  remarquer  d'ailleurs  que  ces  diverses  équations  peuvent  toutes  se 
déduire  directement  du  7^  théorème  du  §  P'.  La  première,  c'est-à-dire  le- 
quation  (53) ,  qui  subsiste  entre  les  côtés  ^,  ^  et  l'hypoténuse  c  d'un  triangle 
sphérique  rectangle,  est  précisément ,  comme  on  l'a  fort  bien  observé,  celle 
qui  remplace  le  théorème  de  Pythagore,  quand  on  passe  de  la  géométrie 
plane  à  la  théorie  des  figures  tracées  sur  la  surface  d'une  sphère.  Ajoutons 
qu'en  réduisant  cosy  à  zéro,  et  siny  à  l'unité,  on  tire  des  formules  (27'),  (28), 
(29),(3o),(3i),(32), 

j  tanga  =  tangc  cosê, 

^   ^'  \  tang(^  =  tangc  cosa, 

>inc  cos  a  =  sinZ>  cosrt, 


(58)  i      .  ^         .  ; 

'  *    smc  cosS  =  sm«  cos^. 
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' 5c)  tang a  lang ê  cos c  =  i, 

i    sina  cosc  =  cosê  cosrt, 
(60)  I 

(    sine  cos  6-  =  cos  a  cos  h. 

Au  reste,  les  équations  (57),  (58),  (59),  (60)  pourraient  se  déduire  immédia- 
îemcMt  des  formules  (53),  (55),  (56),  ou,  ce  ({ui  revient  au  même,  de  Téqua- 
tioii  (53)  jointe  aux  deux  formules 

...    -  .  sin«        cos  6  .     ^         sinfj        cos  a 

fbj  SU!  a  =  -; —  =  — ,  1         smS  =  -. —  =  — -  • 

sin  r        cos«  sine        cos« 

f.a  formule  (53),  jointe  aux  équations  (57)  ou  (58),  fournit  immédiatement 
la  résolution  d'un  triangle  sphérique  rectangle,  dans  lequel  on  connaît  les 
trois  côtés,  puisqu'un  tel  triangle  étant  donné,  on  peut  déduire,  i"  le  côté 
uicounu  de  la  formule  (53);  2°  les  angles  a,  ê  des  équations  (57)  ou  (58). 

ï.es  formules  (56)  et  (69)  fournissent  immédiatement  les  trois  côtés  a,b,  c 
(\\m  triangle  sphérique  rectangle  dans  lequel  on  connaît  les  deux  angles  a,  c. 

vSi  l'on  connaissait  un  angle  a,  avec  un  côté  adjacent  b  ou  c ,  le  second 
des  deux  côtés  adjacents  à  langle  a  serait  déterminé  par  l'une  des  for- 
mules (57),  et  l'on  se  trouverait  ainsi  ramené  au  cas  où  deux  côtés  étaient 
connus. 

Enfin,  si  l'on  connaissait,  dans  un  triangle  sphérique  rectangle  ,  un  angle  a 
et  le  côté  opposé  a,  on  ne  pourrait  plus,  comme  dans  les  cas  précédents, 
déterminer  chaque  angle  ou  côté  inconnu  à  l'aide  de  son  cosinus  ou  de  sa  tan- 
gente, c'est-à-dire  à  l'aide  d'une  ligne  trigonométrique  à  laquelle  répond  tou- 
jours un  seul  angle  compris  entre  les  limites  o,  n.  Mais  l'équation  (54)  four- 
nirait la  valeur  de  sine,  à  laquelle  répondraient  deux  valeurs  de  c  également 
admissibles,  et  représentées  par  deux  angles,  l'un  aigu,  l'autre  obtus.  D'ail- 
leurs a  et  c  étant  connus,  la  résolution  s'achèverait  comme  dans  le  premier 
cas. 

.Si  le  triangle  sphérique,  dont  les  côtés  sont  a^  b,  c  et  les  angles  a,  ê,  y. 
était  tracé  sur  la  surface  d'une  sphère  décrite  non  plus  avec  le  rayon  r,  mais 
avec  le  rayon  t,  le  triangle  sphérique  semblable,  tracé  sur  la  surface  de  la 
sphère  dont  le  rayon  serait  l'unité,  aurait  évidemment  pour  côtés 
a       b       c 

les  angles  étant  toujours 
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Donc  alors,  aux  tormules  trouvées  dans  ce  païa^raphe,  on  devrait  substituer 
celles  qu'on  en  déduit,  quand  on  remplace  a^b,  c  par  -.  -■>  -• 

§   V.    —  Sur  la  réduction  de  la  trigonométrie  spliérique  à  la  trigonométrie  rectilignt. 

Ainsi  que  Lagran^e  l'a  remarqué,  les  formules  de  la  trigonométrie  splié- 
rique peuvent  être  aisément  réduites  à  celles  que  présente  la  trigonométrie 
lectiligne.  Cette  réduction  permettant  de  mieux  saisir  les  analogies  qui  exis- 
tent entre  les  formules  correspondantes  des  deux  trigonométries ,  il  n  est  pas 
sans  intérêt  de  voir  comment  elle  s'effectue.  Or  on  peut  établir  à  ce  sujet 
une  règle  très-simple,  que  nous  allons  démontrer  en  peu  de  mots. 

Nommons  a,  b,  c  les  côtés  et  a,  ê,  7  les  angles  d'un  triangle  sphéritpie , 
tracé  sur  la  surface  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  t.  Ces  côtés  et  ces  angles 
auront  entre  eux  les  relations  qu'expriment  les  formules  établies  dans  le  §  IV. 

quand  on  y  remplace  a,  b,  c  par  -5  -?    • 

Concevons  maintenant  que,  dans  les  formules  du  §  IV,  modifiées  connue 
on  vient  de  le  dire,  le  rayon  *>  devienne  infiniment  grand,  l.es  angles  -«re- 
deviendront infiniment  petits,  et,  après  avoir  développé  les  sinus,  cosinus 
et  tangentes  de  chaque  angle  infiniment  petit  en  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  cet  angle,  on  pourra  faire  disparaître  le  rayon  ^  de 

chaque  formule  en  y  réduisant  -  à  zéro.  Il  y  a  plus  :  les  formules  nouvelles 

auxquelles  on  parviendra,  en  opérant  de  cette  manière,  coïncideront  évi- 
demment avec  celles  que  l'on  déduirait  des  équations  diverses  établies  dans 
le  §  IV,  en  considérant  chacun  des  angles  représentés  par  a,  b,  c,  ou  par  une 
fonction  linéaire  de  a,  b,  c^  comme  une  quantité  infiniment  petite  du  pie- 
mier  ordre,  et  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  par  rap- 
port aux  infiniment  petits  d'ordre  inférieur;  elles  seront  donc  homogènes 
par  rapport  aux  côtés  a,  b,  c ,  si  l'on  donne  ce  nom  aux  équations  et  formules 
qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  des  fonctions  homogènes  de  a,  b,  c.  D'autre 

part,  lorsque  -  deviendra  nul,  et  t,  infini,  le  triangle  sphérique  tracé  sur  la 

surface  de  la  sphère,  dont  -^  était  le  rayon,  se  transformera  évidemment  en 
un  triangle  rectiligne.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  Considérons  l'une  quelconque  des  formules  de  trigonométrie 
sphérique  qui  lient  entre  eux  les  trois  côtés  a,  b,  c  et  les  trois  angles  a,  c,  7 
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d'un  triangle  sphérique  tracé  sur  la  surface  de  la  sphère  qui  a  pour  rayon 
l'unité.  Pour  que  cette  formule  devienne  applicable  à  un  triangle  rectiligne 
dont  les  côtés  seraient  encore  représentés  par  a,  b,  c  et  les  angles  par  a,  ê,  7, 
il  suffira  de  la  rendre  homogène  par  rapport  aux  côtés  a,  h,  c,  et  d'opérer 
comme  si,  ces  côtés  étant  infiniment  petits  du  premier  ordre,  on  négligeait 
les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  par  rapport  aux  infiniment  petits  d'or- 
dre inférieur. 

Corollaire  l^^  Si  l'on  veut,  en  opérant  comme  on  vient  de  le  dire,  rendre 
homogènes  les  formules  (27),  (28),  (29)  du  §  ÏV,  il  suffira  d'y  pousser  Tap- 
proximation  jusqu'au  premier  ordre  dans  l'évaluation  des  sinus  et  cosinus  des 
arcs  considérés  comme  infiniment  petits;  il  suffira  donc  d'y  remplacer  les 
sinus  des  arcs  a,  h,  c  par  ces  arcs  eux-mêmes,  et  leurs  cosinus  par  l'unité. 
Donc,  en  vertu  du  théorème  énoncé,  les  équations  analogues  aux  for- 
mules (27),  (28) ,  (29)  du  §  IV  seront,  dans  la  trigonométrie  rectiligne, 

(1)    a  =  h  cos-^ -h  c  cosy ,     Z>  =  c  cosa  +  a  cosy,     c  —  a  cos ê -h  ^  cos y. 

Effectivement,  étant  donné  un  triangle  rectiligne  dont  les  côtés  sont  repré- 
sentés par  a,  b,  c  et  les  angles  par  a,  ê,  7,  on  peut  établir  immédiatement 
chacune  des  formules  (7),  en  projetant  les  trois  côtés  sur  la  direction  de  l'un 
d'entre  eux. 

Corollaire  2^.  En  opérant  comme  dans  le  corollaire  i*''",  c'est-à-dire  en 
remplaçant  le  cosinus  de  chacun  des  angles  a,  b,  c  par  l'unité,  et  en  ayant 
égard  aux  équations  (7),  (8),  (9),  (10)  du  §  II,  on  réduira  les  formules  (3o) , 
(3i),  (32),  (33)  du  §  IV  aux  six  équations 

Icosa  =  — cos(ê +7),     cosê  =  — cos(7  +  a),     C0S7  =  — cos(a  +  ê), 
sina=       sin(ê-|-7),     sine  =       sin(7  +  a),     sin7  =      sin(a+ê). 
Or  il  résulte  de  ces  dernières  que  les  sinus  et  cosinus  des  angles 

ê  -t-  7,     7  +  a ,     a  -t-  ê 
sont  en  même  temps  les  sinus  et  cosinus  des  angles 

71  —  a,       71—  ê,       7T—  7, 

et  que,  par  suite,  l'angle 

a  +  ê  +  7  —  7r 

est  un  terme  de  la  série 

o,     27r,     4^,.  . .. 
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Donc ,  puisque,  chacun  des  angles  a,  ê,  7  étant  inférieur  à  n,  la  différence 
a  H-  g  -h  y  —  ;r  devra  rester  inférieure  à  in ,  cette  différence  sera  nécessaire- 
ment nulle,  et  les  équations  (2)  entraîneront  la  suivante  : 

,3)  a  -f-  g  +  7  =  7:. 

Donc,  en  partant  des  formules  (3o),  (3i),  (Sa),  (33)  du  §  IV,  ou  se  trouve 
ramené  à  celle  qui  exprime  que,  dans  un  triangle  rectiligne,  la  somme  des 
trois  angles  est  égale  à  deux  droits. 

Corollaire  3^.  En  opérant  comme  dans  le  corollaire  1",  c'est-à-dire  en  rem- 
plaçant les  sinus  des  arcs  a^b,c  par  les  arcs  eux-mêmes,  on  réduira  la  for- 
mule (35)  du  §  IV  à  la  suivante  ; 

sin  y. sin  6 sin  7 

qui  s'accorde  avec  réquation  (4)  du  §  111. 

Corollaire  If.  Lorsque  les  côtés  a^b,  c  sont  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  on  peut  en  dire  autant  de  la  demi-somme,  ,  de  la  demi-diffé- 
rence '^-— — ,  et  du  demi-périmètre 


Alors  aussi,  pour  rendre  homogènes  les  formules  (Sy),  (38),  (Sg),  (47)  dii 
§  IV',  il  suffit  évidemment  d'y  remplacer  le  sinus  de  chaque  arc  infiniment 
petit  par  cet  arc  lui-même  et  son  cosinus  par  l'unité.  Donc,  en  vertu  de  cc> 
formules  et  du  théorème  énoncé,  les  côtés  <2,  h,  c,  les  angles  a,  ê,  7  et  le 
demi-périmètre  /?  d'un  triangle  rectiligne  quelconque  sont  liés  entre  eux  pai' 
les  équations 

(6)  sm7=  2  ^'-      ^-^ — -^ --> 

(7)  tangri:±^=:cot|-      tangri^^  =  ^^^cot|. 

Parmi  ces  équations,  les  trois  premières  sont  celles  qui  s'appliquent  le  plus 
aisément  à  la  résolution  d'un  triangle  rectiligne  dont  les  trois  côtés  sont  connus. 
Ajoutons  que  Tavant-dernière  se  déduit  encore  de  la  formule 

a+ê  +  7=7:, 

Ex.  d'An,  ei  de  Phjs.  math.,  T.  III.  (3S«  livr.)  4^ 
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et  que  la  dernière ,  jointe  à  cette  même  formule ,  fournit  le  moyen  de  ré- 
soudre un  triangle  rectiligne  dans  lequel  on  connaît  deux  côtés  a,  h  et  l'an- 
gle 7  compris  entre  ces  côtés. 

Corollaire  5*^.  Lorsque ,  en  considérant  les  côtés  a,b,c  comme  infiniment 
petits,  on  veut  rendre  homogène,  par  rapport  à  ces  côtés,  l'une  des  for- 
mules (26)  du  §  IV ,  par  exemple  la  formule  (^4) ,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même,  1  équation  (36)  du  même  paragraphe,  il  ne  suffit  plus  de  pousser 
l'approximation  jusqu'aux  infiniment  petits  du  premier  ordre  dans  1  évalua- 
tion des  sinus  et  cosinus  des  arcs  a  y  h,  c^  et  de  substituer  ces  arcs  à  leurs 
sinus,  en  remplaçant  leurs  cosinus  par  lunité.  Il  devient  nécessaire  de  faire 
entrer  en  ligne  de  compte  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  et  de 
prendre,  en  conséquence,  pour  valeurs  approchées  de 

sïna,     sinb,     cosrt,     cosè,     cosc,     cosacoi,  b, 

les  quantités 

,  a''  b'  c-  d'-'rb- 

a  h,       1 •>    I ■>    I 5      I— ^ ■• 

''222  2 

(Jela  posé,   en  rendant  homogène,  par  rapport  aux  côtés  a,  b,  c,  Téqua- 
tion   (24)  ou  (36)  (!u  §  IV,   on  obtiendra  la  formule  coniuie 

(8)  <''^  =  ^i^  +  b-  ~  lab cos y, 


(9^  ^■«■•'V---i;^^-' 

qui,  en  vertu  du  théorème  énoncé,  devra,  dans  un  triangle  rectiligne  quel- 
conque ,  déterminer  le  cosinus  d'un  angle  en  fonction  des  trois  côtés. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'angle  7  devient  nul ,  l'équation  [i[\)  du  §  IV 
se  réduit  à  l'équation  (53)  du  même  paragraphe.  Alors  aussi  l'équalion  (8), 
réduite  à  la  formule 

(10)  c^  =  d--^b\ 

reproduit  le  théorème  de  Pythagore,  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre,  puis- 
que, dans  la  trigonométrie  sphérique,  ce  théorème  se  trouve  remplacé  par 
la  formule    53)  du  §  IV,  ou,  en  d'autres  termes,  par  le  7*"  théorème  l\\\  §  l". 
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§  VI.  —  Sur  les  relatims  qui  existent  entre  les  systèmes  de  coordonnées  rectilignes  relatives 
à  deux  systèmes  d'axes  conjugués. 

Nommons 

X,    j,     z 

les  coordonnées  d'un  point  mobile  P,  rapportées  à  trois  axes  quelconques 
menés  par  l'origine  O,  et 

X,     Y,     Z 

les  coordonnées  du  même  point  mobile,  rapportées  à  trois  autres  axes  con- 
jugués aux  trois  premiers,  c est-à-dire  à  trois  autres  axes  menés  par  la  même 
origine  perpendiculairement  aux  plans  desj,  z,  desz,  x  et  desx,  r.  Suppo- 
sons d'ailleurs,  pour  plus  de  commodité,  les  demi-axes  des  JT,  F  et  Z  posi- 
tives situés  par  rapport  aux  plans  coordonnés  des  j-,  z,  des  2,  j:  et  des  x,  r, 
des  mêmes  côtés  que  les  demi-axes  des  ^,  j  et  z  positives.  Enfin  soient 

X,   y,  z     et     X,  Y,  Z 

six  longueurs  mesurées  à  partir  de  l'origine  O,  d'une  part  sur  les  demi-axes 
des  x,y^  z  positives,  d'autre  part  sur  les  demi-axes  des  X,  Y,  Z  positives. 
I.CS  deux  angles  solides 

(x,   y,   z),      (X,    Y,   Z;, 

dont  les  arêtes  auront  pour  directions  celles  de  x ,  y,  z  et  de  X ,  Y,  Z  ,  seront, 
comme  les  deux  triangles  sphériques  auxquels  ils  répondent,  supplémentaires 
1  un  de  l'autre.  Cela  posé,  si,  en  considérant  le  premier  de  ces  angles  solides, 
celui  qui  a  pour  arêtes  les  demi-axes  sur  lesquels  se  mesurent  les  trois  lon- 
gueurs x,  y,  z,  on  nomme 

a,     b ,     c 

les  angles  plans  opposés  à  ces  arêtes , 

a ,     ê ,     y 
les  angles  dièdres  opposés  à  ces  angles  plans,  et 

X ,     jU, ,     V 
les  angles  aigus  que  forment  ces  trois  arêtes  avec  les  demi-axes  perpendi- 
culaires aux  plans  des  faces  opposées ,  on  aura 

l    ';y,z)  =  <2,  (z,x)  =  c>,  (x,y)  =  c, 

(i;  ^Y^Z;:=--a,    (Z?Xj=;T-ê,    [X,Y)=n-y, 

(ix?X)=>.,  (y?Y)  =  p.,  (z"z)==v. 

43. 
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Ajoutons  que,  si  Ton  nomme  r  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  O  au  point 
mobile  P,  on  aura,  en  vertu  des  formules  (12)  de  la  page  i43, 

/\  /\  /s 

,   s  cosfr,  X)         côsfr,  Y)         cosfr,  Z) 

(2)  oc  =  r      '  '^  ^       j  =  r      ''^',      z  =  r-^^- 

cos  (x,  X)  cos  (y,  Y)  cos  (z,  Z  ) 

Si  maintenant  on  échange  entre  eux  les  deux  systèmes  d'axes   conjugués, 
alors,  à  la  place  des  formules  (2),  on  obtiendra  les  suivantes: 

/\  /\  /\ 

cos(x,X)  cos  (y,  Y)  cos(z,  Z) 

D'autre  part,  comme  on  l'a  vu  dans  le  §  P*",  la  considération  des  projec- 
tions orthogonales  fournit  immédiatement  la  formule  (i5)  de  la  page  Sog , 
par  conséquent  les  formules  (10),  (i  i)  des  pages  142,  i43.  Donc,  s  étant  un 
rayon  mesuré  toujours  à  partir  de  l'origine  O,  mais  distinct  de  r,  on  aura 
encore 

(4^  cos  (  r^s)  =  ^Q^(^'^)^o^(^^^)  _^  cos  (r,  y)  cos  (^,  Y)  _^  cos(/-,  z)  cos(.y,  Z)  ^ 

cos  (x ,  X)  cos  (y,  Y  )  cos  (z ,  Z) 

et 

,^,  , -^  ,         cos(r,  Xlcosf^,  x)       cosfr,  Y) cos  (5-,  y)        cos  (/•,  Z)  cos  (^,  z) 

cos  (x ,  X)  cos  (y,  Y)  cos  (z,  Z) 

Ajoutons  qu'en  vertu  des  formules  (2),  (3),  les  équations  (4)>  (5)  se  réduiront 
aux  deux  suivantes  : 

/\  /\  /N  /\ 

(6)  r  cos  (r,  s)  =^  x  cos  (i- ,  x)  -h-j  cos  (^,  y)  +  2  cos  [s,  z), 
et 

/N  /N  /N  A 

(7)  r  cos  (r,  5)  =  X  cos  f/,  X)  +  Fcos  (s,  Y)  -+-  Z  cos  {s,  Z) , 

c'est-a-dire  à  deux  équations  semblables  l'une  à  l'autre,  et  dont  chacune  peut 

se  déduire  directement  de  la  formule  (5)  de  la  page  i4i-  Cela  posé,  pour 

obtenir  les  valeurs  des  coordonnées  .t,  j",  z  exprimées  en  fonctions  linéaires 

des  coordonnées  X,  V,  Z,  ou  les  valeurs  de  X,  V,  Z  exprimées  en  fonctions 

linéaires  de  JC,j,  z,  il  ne  restera  phis  qu'à  substituer,  dans  les  formules  (2), 

les  valeurs  de 

/\  /\  /\ 

cos  (r,  X),     cos  (r,  Y),     cos(7',  Z\ 
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tirées  de  I  équation  (7),  ou  ,  dans  les  formules  (3),  les  valeurs  de 

/\  /s  /N 

cos  (r,  x) ,     ces  (r,  y) ,     cos  (r,  z) , 

tirées  de  l'équation  (6). 

Si  l'on  a  égard  aux  équations  (i),  les  formules  (2),  (3)  deviendront 


(8)  ^  =  ,ï2iiri29,  c°s(^,v),     ,  =  ^e2ii:^^, 

^  ■'  cos  ^  ^  cos  pt  cos  V 

^Q)  ;^^^cos(r?x)^        ^^^,cos(r?y)^        Z^^^îliT^i; 

^î^''  cos  A  COSfA  COSv 

et  Ton  tirera  des  formules  (6),  (7), 

rcos(7',  x)  =a?+j"cosc  -+-scos6, 
rcos(r,  y)  =a:cosc  +j-\-  zcosa, 
r  cos  (r ,  z)  =  j: cos ^  H- j* cos a-i-  z; 

ir  cos  (r,  X)  =  X  —  Fcos  y  —  Z  cos  ê , 
r  cos  (rfV)  =  —  Xcos  7  +  F—  Z  cos  a , 
/•  cos  (r,  Z)  =  —  Xcos  ê  —  Fcos  a  +  Z. 

Or  ces  dernières,  combinées  avec  les  formules  (8),  (9),  donneront 

/■      \    V       x-\-jcosc -h  zcosb     T^ ^cosc-l-j  +  zcosa        y a:  cos  ^  4- j  cos  « -i- : 

(12)    A.  =  :^ ■)    ±    — ■  '        ^  — ? 

^      ''  cos  \  cos  fx  cos  V 

,    „-  X— Fcosv— Zcosê  —  Xcos7+r— Zcosy.  —  ;rcosg— J'eus  x^-Z 

(i3)   x  = ^ 5  r— — ^   z  — 

^      ^  cos  \  "^  cos  (A  cos  V 

Remarquons  d'ailleurs  que  chacune  des  équations  (12),  (li)  se  trouve  com- 
prise, comme  cas  particulier,  dans  la  formule  (16)  de  la  page  r44?  de  la- 
quelle on  pourrait  les  déduire  immédiatement. 

Il  est  bon  d'observer  que  les  équations  (12),  présentées  sur  les  lormes 

(  j:+j-cos  «4- zcos6  =XcosX, 

(i4)  <   ^cosc+^  +  scosrt  ^Fcos^y,, 

\  .rcos3 -f-j'cosrt -h  z  =  Zcosv, 

peuvent  être  facilement  résolues  par  rapport  à  x^y^  z.  Concevons  que. 
pour  abréger,  l'on  désigne  par  K  la  résultante  formée  avec  les  neuf  termes 
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du  tableau 

[       I ,       cos  c ,  cos  h , 

(i5)                            <   cos<:,       I  ,  cos  a, 

\  cos  b,    cos  <2,  I  ; 
puis  par 

^,     5,     C,  D,     E,     F, 

les  résultantes  formées  avec  les  mêmes  termes  pris  quatre  à  quatre  dans  deux 
lif^^nes  horizontales,  et  dans  deux  lignes  verticales,  en  sorte  qu'on  ail 

(i6)  K  =  i  —  cos'^ a  ~  cos^ b  —  cos^c  +  ^coscrcosZ»  cosc, 

et 

^       .     j  ^=1  — COS^'^,  B=:l  —  COS^b,  C=i  — cos=^c, 

I  /?=COS^COSC—  COSfl,   F=COSCCOS<ï  — cos^,    F=cosrtcos^— cosc. 
ï.es  valeurs  de  J,   B,   C  pourront  être  réduites  à 
(i^)  ^  =  sin=^rt,     B  =  sm''b,      C=sin'c, 

et,  en  effectuant  la  résolution  des  formules  (i 4),  par  rapport  a  x,/,  z,  on 
trouvera 

, ^Xcosl-hFYcosiJL^£Zcos.> 


^,g)  1        __  FX  cos).  -h  £  Y  cos  ii-hDZ  cos^ 


y-~ 


Or  ces  dernières  valeurs  de  :r ,  jk,  z  devront  s'accorder  avec  celles  que  four- 
nissent les  équations  (i3),  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  attribuées 
aux  variables  X ,  F,  Z.  Donc  les  coefficients  constants,  par  lesquels  ces 
variables  se  trouvent  multipliées,  doivent  être  les  mêmes  dans  les  for- 
mules (i3)  et  (19).  Cette  seule  observation  fournit  immédiatement  la  for- 
mule 

(20)  ^=^cosn  =  Z?cos='/ui  =  Ccos='v 

^COSfACOSV  ^COSVCOSX  jy,COS5^COSfX 

cos  a  cos  ê  cos  7 

de  laquelle  on  tire,  eu  égard  aux  équations  (18), 

(21)  K=  sin^  a  cos^ X  =  sin'  b  cos^ /jl  =  sin^ c cos^  v, 
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et ,  par  suite , 

(22)  d  =  siri^cosX  =  sin^cos/m,  =  sinccosv, 
9  étant  une  quantité  positive  liée  à  K  par  l'équation 

(23)  Q^  =  K. 

Ajoutons  que,  de  la  formule  (20),  jointe  aux  équations  (16),  (17;,  (22),  on 
tirera 

.    ,,  cosfl  —  cosZ'cosc  a       cosb  —  cos<cos«  cos<:  —  cas  a  eus  Ij 

(24)  cosa  = ^-r-. •>    cosb  = -. ^ ^    0057= -. .— , 

Enfin,  si,  dans  lequation  (23),  on  substitue  pour  K  sa  valeur,  on  trouvera 

(25)  Q^=i  —  cos^  a  —  cos^b  —  cos^cH-  2cosrtcos^cos6'. 

Si,  au  lieu  de  tirer  les  valeurs  de  oc,f^  z  des  équations  (i2\  on  comparait 
les  valeurs  de  X,  i^,  Z,  tirées  des  équations  (i3),  à  celles  que  fournissent 
les  équations  (12),  alors,  à  la  place  des  formules  (22)  et  (24),  on  obtiendrait 
les  suivantes  : 


(26)  0  =  sinacosX  :=sinêcosp,  =  sin  ycosv, 

,      .  cosa-|-cos6cos7  ,         cosS+cos7COSa  cosv-hcosatosf. 

'27)    cosa= r-^-. ' ,     cosb= '. ~ •>     cos,c=  — —. ^7 — - 

'^  sinosin7  sinysina  sin-y.  sino 

B  étant  une  quantité  déterminée  par  la  formule 

(28)  0'  =  I  —  cos^a—  cos^ê  —  cos'^Y—  2Cosacosêcosy. 

Les  formules  (22),  (24),  (26),  (27)  coïncident  avec  les  formules  (7),  (^26,, 
10)  et  (3o)  du  §IV.  Ainsi,  les  équations  fondamentales  de  la  trigonométrie 
sphérique  sont  comprises  parmi  celles  auxquelles  on  se  trouve  conduit  pai' 
la  comparaison  des  formules  (12)  et  (i3). 

Au  reste,  il  est  juste  d'observer  que  les  formules  établies  ou  rappelées  dans 
ce  paragraphe,  et  les  démonstrations  que  nous  en  avons  données,  ne  diffé- 
rent pas,  au  fond,  des  formules  et  démonstrations  présentées  par  M.  Sturm, 
dans  un  Mémoire  que  renferme  le  tome  XV  des  annales  de  Mathématiques 
de  M.  Gergonne.  Telle  est,  en  effet,  la  conviction  qu'a  produite  en  nous 
une  étude  approfondie  de  ce  Mémoire.  Seulement  il  nous  semble  que  les 
notations  dont  nous  nous  sommes  servis  donnent  au  langage  analytique  une 
clarté,  une  précision  nouvelles.  Dans  le  Mémoire  de  M.  Sturm,  les  angles 
formés  par  le  rayon  vecteur  r  avec  les  axes  coordonnés  des  ^,  J",  z,  pro- 
longés du   côté  des  coordonnées  positives,    et    avec  des    perpendiculaires 
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aux  plans  de  ces  axes,  sont  exprimés  à  l'aide  des  notations 

(r.jc),     {r,f),     {r,z), 
(r,jz),  {r,zœ),  {i\xf); 

et  ces  expressions  sont  admises  dans  des  formules  où  l'auteur  désigne  avec 
nous,  par  x^j^  z,  les  coordonnées  de  l'extrémité  du  rayon  r.  Pour  rendre  les 
notations  uniformes  et  plus  précises,  il  nous  paraît  utile  de  considérer  toujours, 
aans  1  expression  (r,  s)  ou  (r,^),  employée  pour  désigner  un  angle,  les  lettres 
/■  et  s  comme  représentant  deux  longueurs  absolues,  mesurées  dans  des  di- 
rections déterminées,  et  de  remplacer,  en  conséquence,  dans  Texpression 
(r,5'),  la  lettre  s  ^  non  par  la  lettre  jc  ou  par  le  système  de  deux  lettres  j^r, 
mais  par  une  longueur  nouvelle  x  ou  X ,  mesurée  sur  le  demi-axe  des  x  posi- 
tives ,  ou  sur  un  demi-axe  perpendiculaire  au  plan  des  jz ,  quand  il  s'agit  de 
représenter  l'angle  formé  par  ce  demi-axe  avec  la  direction  du  rayon  vec- 
teur r.  Observons  encore  que ,  si  la  formule  (4)  ou  (5)  n'est  pas  écrite  en 
toutes  lettres  dans  le  Mémoire  de  M.  Sturm,  elle  peut,  du  moins,  être  con- 
sidérée comme  comprise  dans  les  équations  qu'il  a  données ,  et  spécialement 
dans  les  formules  (i3)  et  (i8)  du  Mémoire  cité,  c'est-à-dire,  en  d'autres 
termes,  dans  les  équations  (a)  et  (6),  d'où  on  la  déduit  immédiatement,  et 
d'où  l'auteur  a  effectivement  déduit  celle  en  laquelle  elle  se  transforme  dans 
le  cas  particulier  où  l'on  fait  coïncider  le  rayon  vecteur  s  avec  le  rayon 
vecteur  r. 

Remarquons  à  présent  que  l'on  pourrait  tirer  encore  les  équations  fonda- 
mentales de  la  trigonométrie  sphérique,  et  spécialement  la  formule  (20). 
non  plus  des  équations  (i4),  résolues  généralement  par  rapport  à  x^  Jt^-, 
«juelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  attribuées  aux  variables  X^Y^Z^  mais 
des  équations  (10),  résolues  par  rapport  à  x.  j",  z,  pour  des  positions  par- 
ticulières et  déterminées  du  rayon  r.  En  effet,  concevons  d'abord  que  l'on 
fasse  coïncider  le  rayon  r  avec  la  longueur  X,  mesurée  sur  le  demi -axe  des  X 
positives.  Alors  la  formule  (8)  donnera 

r  r  cos  7  r  cos  6 

29  X—  — Tî    r  = -^    z= ' 

cos  /      "^  cos  fi  cos  V 

et  les  formules  (lo)  se  réduiront  à  celles-ci: 

i  rcos  X  =  X  -^ y  cosc  +  z  cos  h^ 
(  3o  l  0  =  X  cos  c  -\-y  +  z  cos  a , 

'  o  —  xcos6 -f-j^cosa  4- Z-. 
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Or,  des  équations  (3o)  résolues  par  rapport  àx,j,  z,  on  tirera 

X        y z  r  cos  1 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

\^^)  x~  y~   z~  ACOS>' 

puis,  en  substituant  dans  la  formule  (Sa)  les  valeurs  de  Ji ,  7-,  z,  fournies  pa 
les  équations  (9.9) ,  on  trouvera 


y^COsX=  —  F î-  —  —  E g  =  — -r: 

cos  7  cos  b         cos  I 


par  conséquent , 


rr  J  5^  y^COsXcOSfX 


cos  7  cos  5 

On  trouvera  de  même,  en  faisant  coïncider  le  rayon  r  avec  la  longueur  Y, 
mesurée  sur  le  demi-axe  des  F  positives, 

'  cos  a  COS  7 

puis,  en  faisant  coïncider  le  rayon  r  avec  la  longueur  Z  mesurée  sur  le  demi- 
axe  des  Z  positives, 

_.  ^  „  jiCOSvCOSX  ^  COS  fi  COS  V 

K  =  Ccos^  V  =  —  /i J-  =  —  Lf  — — — . 

cos  5  cos  X 

et  il  est  clair  qu'en  réunissant  les  trois  vakurs  précédentes  de  K,  on  repio- 
duira  précisément  la  formule  (20). 

U  est  bon  d  observer  que  les  numérateurs  des  fractions  qui ,  dans  les  for- 
mules (24),  représentent  les  cosinus  des  angles  a,  ê,  7,  se  réduisent  préci- 
sément aux  résultantes 

_0,   -E,   -F, 

formées  chacune  avec  quatre  termes  du  tableau  (i5.).  D  ailleurs,  ce  tableau 
est  précisément  celui  qu'on  obtient  quand  on  réduit  à  son  expression  la  plus 
simple  chacun  des  termes  du  suivant  : 

/\  /\  /N 

(  cos(x,x),  cos(x,y),  cos(x,z  , 

(33)  <:    cos(y,x),  cos  (y,  y),  cos(y,z), 

f   cos(z,x),  cos(z,y),  cos(z,z). 
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Donc ,  la  forme  la  plus  naturelle  des  équations  (24)  est  celle  à  laquelle  on 
arrive  quand  aux  numérateurs  des  rapports  qui  expriment  les  valeurs  de 
cosa,  cosê,  cosy,  on  substitue  trois  résultantes,  dont  chacune  est  formée  avec 
quatre  termes  du  tableau  (33).  Concevons,  en  particulier,  que  dans  la  valeur 
de  cosy,  déterminée  par  la  dernière  des  équations  (24)»  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  par  la  suivante 

F 

COS7  = : -. — 75 

'  sin  a  sin  b 

on  substitue  la  valeur  de  —  F  déduite  du  tableau  (33),  savoir  : 

—  F=^  cos  (x,  y)  ces  (z,z)  —  cos  (x,  z)  cos  (y,  z) , 
on  trouvera 

,0  , .  cos  (x,  y)  cos  (z,  z)  —  cosfx,  z  cos  (y,  z) 

(o4)  COS  7  = ^-^-^ ^ y~ !^^^— • 

sin  (x,  z)  sin  (y,  z) 

Gomme  on  devait  s'y  attendre,  l'équation  (34)  se  réduira  simplement  à  la 
formule 

(35  1  cos  7  =  t;os  (x,  y)  —  cos  (x,  z)  cos  (y,  z) ^ 

sin  (x,  zjsin  (y,z) 
si  l'on  a  égard  à  l'équation  identique 

/\ 

cos  (z,z)  =  I. 

Mais  la  formule  (34),  qui  conserve  mieux  que  la  formule  (35)  la  trace  des 
opérations  à  l'aide  desquelles  on  l'a  construite,  est  aussi  plus  élégante  et  plus 
facile  à  retenir,  puisque  le  numérateur  de  son  second  membre  est  la  différence 
de  deux  produits  de  mêmes  dimensions,  dont  le  second  se  déduit  du  premier 
par  un  échange  opéré  entre  les  lettres  qui  occupent  la  seconde  place  dans  les 
deux  expressions  (x,y),  (z,z). 

Il  est  boti  d'observer  encore  que  la  formule  (-25)  coïncide  avec  l'équation 
(4o)  du  §  IV,  En  effet ,  on  tire  de  cette  dernière  équation 

(36)  9^  =  4sin/7sin(;7  —  a)  sin  (/;— ^)siu(/?—  c), 

la  valeur  de  ip  étant 

2/7  =  a  -f-  6  H-  c , 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

.ON       ri  f    '      ia-+-b-tc\     .      /b-{-c  —  a\     .      /c-ha 

(}l)     ^    =  4sm  [—^—j  sm  [-—^~-  )  sin  (^ ^ 
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D'ailleurs  ,  les  lieux  fornwiles 

2sin/?sin«7  =  cos(/?  —  q)  —  cos(/)  4-  9), 
a cospcos q  =  CQ^{p  —  q) -^  cos  (p  -^  q) , 
donneront,  d  une  part, 

-b  -i-c    .     b  -\-c  —  a  »/z,,x.\ 

—  —  =  COSa  —  C08(^ -h  C), 


-  sm  - 

2  -^ 

2Sin  --^ sin =  cos  [b  —  c)  — 

2  2 

et,  d'antre  part, 

cos  (^  -}-  c)  -h  COS  {b  —  C)  =  2  cos  bcosc, 

,1  s  /l  \  cos  20  - 

cos  {b  +  c)-h  cos  [b  —  c)  = 

Donc  ,  on  tirera  de  la  formule  (37) 

6^  =  [cos  a—  co8(6  4-c)][cos(^  — c)  — COSfZ] 
—  I  —  cos'^a  — cos^^  —  cos^c  +  scostjcosècosc. 

Ajoutons  que,  si  au  triangle  sphériqne  dont  les  côtés  sont  a,b,c,  ou  substitue 
le  triangle  sphériqne  supplémentaire,  on  obtiendra,  au  lieu  de  la  formule 
(36) ,  la  suivante  : 
(38)  02  =  —  4cos  zs  cos  (t3  —  a  )  cos  [rs  —  ^)  cos  (ît  —  7) , 

et  que  Téquation  (28)  coïncidera  précisément  avec  la  formule  (38). 

Avant  de  termimer  ce  paragraphe,  nous  allons  encore  déduire  des  équa- 
tions (2),  (3),  (4),  (5),  (6),  quelques  formules  qui  méritent  d'être  remarquées. 

Si,  dans  l'équation  (6),  on  remplace  successivement  la  lettre  s  par  chacune 
des  lettres  r,  x,  y,  z,  alors,  comme  l'a  observé  M.  Sturm  dans  le  Mémoire 
déjà  cité,  on  obtiendra  successivement  les  formules 

/\  /\  /\ 

f3g)  /•=:.rcos(r,  x)  -+-jrcos(r,  y;  4-  zcos(r,^), 

,  /\  /s  /s    , 

l    r  cos  (/•,  x)  =  j:  -+- J"  cos  (x ,  y)  -h  z  cos  (x ,  z ,), 

(4o)  \    rcos(r,  y)  =  .Tcos(x,  y)  +  j-h  ccosfy,  z), 

\  r  cos  (r,  -1)  =  X  cos  (x ,  zj  H-  j  cos  (y,  zj  -h  z , 

dont  les  trois  dernières  coïncident  avec  les  formules  (10) ,  tandis  que  la  pre- 

44- 
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mière,  multipliée  par  r,  puis  combinée  avec  les  trois  dernières,  reproduit 
l'équation  connue 

(4i)  r-=x=^4-j=*  +  z.2-f-2jzcos(y,  z)  -+-  2z^cos(z,  x)+  2Jt?jcos(x,  y). 
En  opérant  de  la  même  manière,  on  tirera  de  la  formule  (7) 

(4^)  r^^X^  +  r^+Z^ -h  aFZ cos(Y^Z)+2ZXcos(ZrX)-|-2Xrcos(XrY). 

Si  dans  ré(juation  (6)  on  échange  entre  eux  les  rayons  r,  s,  alors,  en  nom- 
mant 

x\  y,    z' 

ce  que  deviennent  les  coordonnées  jc^j^z  quand  on  passe  de  l'extrémité  du 
rayon  r  à  l'extrémité  du  rayon  ^,  on  trouvera 

(43)  s  cos  (r,  s)  =  x'  cos  (r,  x)  -\-j'  cos  (r,  y)  -f-  z'  cos  {r,  z)  ; 

et  de  l'équation  (43),  multipliée  par  r,  puis  combinée  avec  les  équations  (4o), 
on  tirera  la  formule 

/s 

(44)  ^-y  cos  (r,  s)  =  XX  '  -\-yj  '  +  ztI 

/\  /\  /\ 

+  [jz'  -^j'z)  cos  (y,  z)  ^{zx'  ^  z'  x)  cos(z,  x) -f-  {xj'  -\-x'j)  cos(x,  y), 

qui  est  l'une  de  celles  que  M,  Binet  a  données  dans  le  tome  XV  du  Journal 
de  l'École  Polytechnique.  Pareillement,  si  l'on  nomme  X',  V\  Z'  ce  que 
deviennent  les  coordonnées  X,  Y^  Z  quand  on  passe  de  l'extrémité  du  rayon 
r  à  l'extrémité  du  rayon  s ,  on  obtiendra  la  formule 

(45)  r-9cos(/0)  =  XX'-^YY'-\-ZZ' 
-r^FZ'-f-F'Z)cos(Y7z)+(ZZ'+Z'X)cos(z7x)+(Zr'H-X'F)cos(XrY), 

donnée  encore  par  M.  Binet.  De  plus,  si  dans  les  formules  (44),  (45)  on 
substitue  les  valeurs  de 

X,    y,     2,     X,     F,     Z, 

tirées  des  formules  (2),  (3),  et  les  valeurs  semblables  de 

x\    y\     z\     X\     F',     Z', 

on  obtiendra  deux  équations  dont  la  première  a  été  indiquée  par  M.  Sturm  , 
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dans  le  Mémoire  cité ,  et  dont  la  seconde  sera 

,,^.  ,  ^  X        cos  (r,  x)  cos  (s,  x~i        cos  {r,  y)  cos  (,v,  y)        cos  (r,  zjcos[s,  z; 

(46)  cos(r,  5)= ^ '—^ 1 7;^ 1 Ti 

cos'  (x ,  X)        cos'  (y,  Y)         cos  (z,  Z) 

cos  {r,  y)  cos  {s,  z)  +  cos  (r,  z)  cos  (5 ,  y)  ^^^  ^^Z) 
cos  (y^Y)  cos  (z7z) 

cos  (/•,  z)  cos  {s,  x)  +  cos  (r,  x)  cos  (J,  Z;     ,y  -^ yx 
H 7^^ 7;  COS  [Zj  ,  A  ) 

cos  (z ,  z)  cos  (x ,  X) 
^_  cos  (Çx)  cos  (.Çy)  +  cosjr,  y)  cosjs,  x)  ^^^  (X^Y;, 
cos  (x?X)  cos  (y^Y) 

OU  ,  ce  qui  revient  au  même  ,  eu  égard  aux  formules  (i) , 

,   ^  ,        COS  (r,  x)  cos  (s,  x)        cos(r,  y)  cos  (,v,  y)        cos  (r,  z)  cos (5,  z) 

(47)  cos  (r,  5)  .= ^^^7^; + ^^^ +     ^^, 

__  cos  (rfV)  cos  (s^z)  +  cos  {s,  y)  cos  (r,  z)  ^^^  ^^ 
cos  p.  cos  V 

/\    ,  /\  ,      ,  /N.    .  /^ 

cos  (r,  z)  cos  (^,  x)  4-  cos  [s,  z)  cos  (/-,  x)  ^^^  g 

cos  V  cos  1 

_  cos  (r^x)  cos  {s,  y)  +  cos  {s,  x)  cos  (r,  y)  ^^^ 

cos  ^  cos  fA 

Enfin,  si  Ton  fait  coïncider  le  rayon  s  avec  le  rayon  r,  les  formules  (44),  ^4:") 
se  réduiront  aux  formules  (4  0.  (4^),  ^^  formule  (4)  ou  (5)  sera  réduite  à  l'équa- 
tion 

cos(rrx)cos(rrX)         cos  (r,  y)  cos  (r,  Y)         cos{r,  z)  cos,r,Z] 

(48)  i    =    7\ 1"  /^    ,  "^  .  ^     ,  ' 

cos(x,X)  cos  (y,  Y)  cos(x,  X) 

que  l'on  trouve  déjà  dans  le  Mémoire  de  M.  Sturm,  et  les  formules  (46),  /ty 
donneront 

/\  /\  /s 

cos'  (r,  x)        cos'  (r,  y)         cos"'  (^,  z; 
^^^^  cos'(x,X)        cos' (y,  Y)        cos'(z,Z! 

+  ,  ^^i(^^)^^) eos (YrZ)+  .  £211:^)^^  cos  (Z pX , 
cos(y,Y)cos(z,Z)  cosfz,  Z)cos(x,X) 

/\  -^ 

cosfr,  x)cos(/-,  y)  /v'Xn 

+  2 4^^ ^'cos(X,\), 

cos(x,X)cos(y,  Y) 


(  ^^^  ) 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  , 

/\  /■\  /\ 

it    \  cos^  (/•,  x)         cos'(a,  y)         cos'(r,  z) 

^  COS-  /  COS^  fX  COS'  V 

/N  /\  /\  /\    ^  /\  /\ 

COS \r,  y)  COS fr, z)        cos  fr,  z) cos [r.  x)    «    cos  (r,  xi  cos (a,  v) 

—  2  — ^-^-^-^ i-— ^  cos  a — 2  — — — ^ ^^^—  cos  S— 2  — ^-^-z^ î^-^-^  cos  7. 

cos p cos V  cos V  cos/  cos/ cos p       ' 

La  formule  (46)  ou  (47)  est  celle  qui  sert  à  exprimer  généralement  le  cosinus 
de  Tangle  compris  entre  deux  directions  données,  en  fonction  des  cosinus 
des  angles  formés  par  ces  deux  directions  avec  trois  axes  quelconques  rec- 
tangulaires ou  obliques.  La  formule  (49)  ou  (5o)  fournit  la  relation  connue 
qui  existe  entre  les  cosinus  des  trois  angles  formés  par  une  seule  direction 
avec  les  trois  axes  que  l'on  considère. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  axes  coordonnés  des  x  ^  j^z  sont  rectangu- 
laires,  ils  se  confondent  avec  les  axes  conjugués,  c'est-à-dire  avec  les  axes 
coordonnés  des  X,  J^,  Z,  en  sorte  qu'on  a 

X=x,     }^=j,     Z  =  z. 

Alors  aussi,  chacun  des  angles  a,  b^  c,  a,  ê,  y  étant  droit,  et  chacun  des 
angles  X,  jU-,  v  étant  réduit  à  zéro,  chacune  des  quantités 

cosrt,     cos^,     cos  c 

s'évanouit,  et  chacune  des  suivantes 

sina,     smb,     sine,     cosX,     co8|u.,     cosv 

se  réduit  à  l'unité.  En  conséquence,  les  formules  (10),  (aa),  (4i),  (44 S  (47)5  f^o) 
se  réduisent  aux  équations  connues 

/s  /\  /s 

(5i)  >r  = /'cos'r,  x)>     J= '^cos[r,  y),     z  :=  rcosfr,  z), 

(52)  6=1, 

(53)  r'  =  x'+j^-i-z\ 

(54)  rs  =  xx'-\-fj'-^zz', 

[dS]  cos  (/',  s)  =  cos  (f\  x)  cos  (s,  x)  4-  cos  (r,  y)  cos  (s,  y)  4-  cos  (r,  z)  cos  (s,  z) , 
(56)  I  =  cos^  (r,  x)  -+-  cos^  (r,  y)  -|-  cos^  (r,  z). 

Supposons  maintenant  que  des  axes  coordonnés,  lun,  par  exemple  Taxe 
des  z,  soit  perpendiculaire  aux  deux  autres,  c'est-à-dire  aux  axes  des  x  et  ^, 


(35.  ) 

c  =  (x7y) 

compris  entre  ces  deux  derniers  axes  pouvant  d'ailleurs  être  aigus  ou  obtus. 
Alors,  le  plan  des  x^y  étant  en  même  temps  le  plan  des  X,  K,  l'axe  des  Z 
viendra  se  confondre  avec  l'axe  des  z,  en  sorte  qu'on  aura 

(37)  Z-=-i,     v  =  o. 

Alors  aussi  on  aura  évidemment 


(58)  a  =  ^  =  a=h='^,    y  =  c, 

par  c 

(59) 


par  conséquent, 

I  cos  a  =  ces  ê  =:  cos  a  =  cos  b  :=  o,     sin  a  =  sin  ê  =  sin  a  =  sinb=  i , 
cos  y  =:  cos  c ,  sin  y  =  sin  c , 

et  les  formules  (i5)  de  la  page  Saa  donneront 

(60)  cos  X  =  cos /m,  =  sin  c ,     cos  v  =  1 . 

Au  reste,  la  seconde  des  formules  (60)  se  tire  immédiatement  de  la  seconde 
des  formules  (57),  et  quant  à  la  première  des  formules  (60),  on  peut  la  dé- 
duire de  cette  seule  considération  que  les  axes  des  X  et  JT,  tous  deux  renfer- 
més dans  le  plan  des  x^  f^  seront,  dans  l'hypothèse  admise,  perpendicu- 
laires, le  premier  à  l'axe  desj-,  le  second  à  l'axe  des  x.  Les  valeurs  des 
angles 

rt,  b,     a,  ê,  y,     /,  jui,  v 

et  celles  de  leurs  sinus  et  cosinus  étant  déterminées  par  les  équations  qui 
précèdent,  les  formules  (12),  (i3),  (22),  (26),  (41),  (44),  (47),  (5oy  donne- 
ront 

(61)  X  =  ^~^^^^^^ ,     Y=  — — -1 "t^'      Z~  z- 

^  '  cîn  r  cin   t^  ' 


sinc 


(62)  X  —  -. ,      r=  ■■ '    Z—Z; 

^     ■'  sin  r  *^  sine 

(63)  9  =  0=:  sine; 

(64)  r^=x^  +y * 4-  z^  +  1.x j  cos  6-  ; 

(65)  rs  cos  (r,  s)  =  xx'  -hjj'  '  +  zt!  4-  {xj  '  -f-  x  'y)  cos  c  ; 

,  ^  .         cos  [r.  x)  cos  (s,  x)  +  cos  [r,  y)  cos  [s,  v)  -^  ,  /^  , 

,s(r,  s\  —  — ^      V  ^  '   '    ^'  ^'      ^'  ''  H-  cosi/-,  Z)  cos  j,  z! 

V.  '    /  sin*c  \   '     /  V  '    - 

cos  (r,  x)  cos  (5,  y)  +  cos  [s,  x)  cos  [r,  y) 


(66) 
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Ajoutons  que,  si  des  deux  rayons  vecteurs  r,^,  le  premier  est  perpendiculaire 
à  l'axe  des  x,  et  le  second  à  l'axe  des^,  on  aura 

C03  (r,  x)  =  o ,     cos  {s,  y)  =  o. 
Donc  alors  la  formule  (66)  se  trouvera  réduite  à  1  équation 

^yj^  cos  (r,  s)  =  cosfr,  z)  cos  (^,  z) r-^  cos  [s,  x)  cos  [t\  y), 

que  Ton  peut  écrire  comme  il  suit  : 

(68)  /  ^  N  /  ^  N  /    ^  \        cos  (s^x)  COS  (r^y) 

^^^'  cos  (r,  z)  cos  (s,  z)  —  ces  (r,  ^  )  =  — v-^^ ^-^^  ? 

^       ^         \  '    /  \  T     /  5jn  <7  tang  c 

la  valeur  de  c  étant  toujours 

c=(xry). 

D'ailleurs,  en   vertu    de  la  formule  (35),    le   premier  membre  de   léqua- 
tion  (68),  pris  en  signe  contraire  et  divisé  par  le  produit 

sin  (r,  z)  sin  {s,  z) , 

/\ 
donne  pour  quotient  le  cosinus  de  l'angle  dièdre  opposé  à  l'angle  plan  (/',  s) 

dans  l'angle  solide  {r,s,  z).  Donc  l'équation  (68)  entraîne  la  proposition  suivante  : 
Théorème.  Étant  donnés  trois  axes  des  ^,  j-,  z  dont  le  troisième  est  per- 
pendiculaire aux  deux  premiers,  si  Ton  nomme 


trois  longueurs  mesurées  sur  ces  trois  axes,  à  partir  de  l'origine  ,  dans  le  sens 
des  coordonnées  positives,  et  r,  s  deux  droites  qui,  partant  elles-mêmes  de 
l'origine,  soient  respectivement  perpendiculaires,  la  première  à  l'axe  des  œ, 
la  seconde  à  l'axe  des  j",  le  cosinus  de  l'angle  dièdre  opposé  à  l'angle  plan 
(r,  s),  dans  l'angle  solide  (r,  s\  z),  sera  égal  au  rapport 
/\  /\ 

cos  (s,  x)  cos  [r,  y) 


sin  (/•,  z)  sin  (s,  z)  sin  (x,  y)  tang  (x,  y} 


pris  en  signe  contraire.  Nous  montrerons,  dans  un  autre  Mémoire,  comment 
l'on  peut  faire  servir  cette  proposition,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  for- 
mule (67)  à  la  recherche  de  l'équation  différentielle  que  vérifie  généralement 
le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  deux  lignes  tracées  sur  une  même  surface 
courbe. 
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§  VII.  —  Sur  fa  transformation  des  coordonnées  rectilignes  en  d'autres  coordonnées  de  me  me 

espèce. 

Nommons 

^,    !■>     z 

les  coordonnées  d'un  point  mobile  P  rapportées  à  trois  axes  quelconques 
menés  par  l'origine  O.  Soient  d'ailleurs 

X,  y,   z     et     X,  Y,  Z 

six  longueurs  mesurées  à  partir  de  l'origine  O,  d'une  part  sur  les  demi-axes 
des  j:  ,  ^,  z  positives ,  d'autre  part  sur  trois  perpendiculaires  aux  plans 
coordonnés  desjr,  z,  des  z,  j?,  des^,  j\  et  supposons,  pour  fixer  les  idées, 
ces  perpendiculaires  prolongées  à  partir  des  plans  coordonnés  des  mêmes 
côtés  que  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  en  sorte  que  chacun  des 
trois  angles 

(xrx),  (y^Y),  (zrz) 

se  réduise  à  un  angle  aigu.  Enfin  soient 

de  nouvelles  coordonnées  du  point  P,  relatives  à  de  nouveaux  axes  rectili- 
gnes qui  continuent  de  passer  par  l'origine  O  ;  et  supposons  que,  pour  ce  nou- 
veau système  d'axes,  les  longueurs  précédemment  représentées  par 

X,     y,     z,     X,     Y,     Z 

deviennent 

X,,    y,,    z,,    X,,    Y,,   Z,. 

On  passera  des  coordonnées  x^j^z  aux  coordonnées  x^^  J^^.,  z^^  et  récipro- 
quement, par  le  moyen  d'équations  toutes  semblables  à  l'équation  (i6)  de  la 
page  i44?  paï"  conséquent  à  l'aide  des  formules 

/s  /N  /S 

j:cos(x,  X|)  H-jrcos(y,  X,)4-2cos(z,  X,) 

X^  —  -—'^  ■! 

cos(x,,X,) 

/N  /\  /\ 

r  X  /  xcos  (x,  Y|)4- rcosfy,  Y,)-|-zcos(z,  Y,) 

(0  {  ji= — ^ —      /A  ;       ^    ^ 

^  cos  (y, ,  Y,) 

/\  /N  /N 

xcos(x,  Z,)4-jcos(y,  Zi)  +  zcos(z,  Z,) 

^^  — 7\ ' 

cos(zi,Z|) 

Ex.  d'An,  et  de  Ph.  math..  T.  III.  (5o«  Hvr.)  4^ 
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on  à  l'aide  des  formules 


.r,  cos(X|,X)+riCos(y, ,  X) -i-z,cos(z, ,  X) 

cos(x,  X) 

/N  /\  /\ 

^iCOs(x,  ,Y)  + j,  cosfvi,  Y)4-ZiCos(z, ,  Y) 

y     ,     .  -™  , 

cos (y,  Y) 
/\  /s  /\ 

^ j:,cos(x,  ,  Z)  +/iCOs(y, ,  Z)  +  Z|Cos(zi,  Z) 


l^n  vertu  de  ces  formules  qui  étaient  déjà  connues  [voir  en  particulier  le  Mé- 
moire de  M.  Sturm,  inséré  dans  le  tome  XV  des  Annales  de  Mathématiques 
de  M.  Gergonne],  les  coordonnées  x^j^  z  seront  des  fonctions  linéaires  de 
.r ,  j-,  z,  et  réciproquement.  D'ailleurs,  en  résolvant  les  équations  (2)  par  rap- 
port aux  coordonnées  nouvelles 

on  obtiendra,  pour  ces  coordonnées,  des  valeurs  qui  devront  évidemment 
coHicider  avec  celles  que  fournissent  les  formules  (i),  quelles  que  soient 
d'ailleuis  les  valeurs  attribuées  à  ^,  /,  z.  Donc  les  constantes  qui  représen- 
tent les  coefficients  de  x  ^j^  s,  dans  les  formules  (i),  pourront  êrte  exprimées 
en  fonction  des  constantes  qui  représentent  les  coefficients  de  x^  ^j\  ,  z^  dans 
les  formules  (2),  et  réciproquement,  en  sorte  qu'on  pourra  obtenir  neuf  équa- 
tions de  condition  entre  les  cosinus  des  six  angles 

(x^X),     (yPy),     (z?Zj. 

/N  /N  /\ 

(x,,X),    (y,, Y;,    (z^,Z) 

et  les  cosinus  des  angles  formés,  i"  par  les  directions  des  longueurs  x,  y,  z 
avec  les  directions  des  longueurs  X, ,  Y,,  Z,  ;  1^  par  les  directions  des  lon- 
pueurs  X, ,  y, ,  z,  avec  les  directions  des  longueurs  X,  Y,  Z. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  nouveaux  demi-axes  des  coordonnées  posi- 
tives coïncident  avec  ceux  sur  lesquels  se  mesurent  les  longueurs  X ,  Y,  Z  , 
les  nouvelles  coordonnées  du  point  P,  relatives  à  ces  nouveaux  demi  axes , 
sont  précisément  celles  que,  dans  le  §  VI ,  nous  avons  représentées  par  les 
trois  lettres 

X,   r,   z. 

Alors  aussi  les  formules  (  i)  et  f  •;>.)  se  réduisent  aux  formules  (12),  (i3)  du  §  VI, 
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et  les  équations  de  condition,  que  vérifient  les  coefficients  renfermés  dans 
ces  formules,  aux  six  équations  comprises  dans  la  formule  (20)  du  §  VI. 

liorsque  les  axes  coordonnés  des  jc, ,  j", ,  2,  se  coupent  à  angles  droits  ,  les 
directions  des  longueurs  X, ,  Y, ,  Z,  se  confondent  avec  celles  des  longueurs 
X,  ,  y, ,  z< ,  et,  par  suite,  les  formules  (i)  donnent  simplement 

S/\  /\  /\ 

x^  =  .r  ces  (x,x,)  H-j^cos(y,  x,)  +  zcos(z,  x,), 
■  '  j  ^^1=  xcos(x,  y,)  +  j- cos(y,  y,)  +  zcos(z,y4J, 

/  ^  •^  ^    \ 

\  z^  =^  jc  cos(x,  z<)  -\-  J"  cos  (y,  z,)  +  zcos(z,  z,). 

Pareillement,  lorsque  les  axes  des  jc,j,  z  se  coupent  à  angles  droits,  les  di- 
rections des  longueurs  X,  Y,  Z  se  confondent  avec  celles  des  longueurs  x,  y,  /  , 
et,  par  suite,  les  formules  (2)  deviennent  simplement 

x  =  JCi  cos(x,  x<)-HjriCOs(x,y,)  -f-r.,cos(x,  z,;, 
/\  /\  y\ 

\-T/  \    j^=  j:?<  cos(y;X,) -f-^,  cos(y,  y,)  +  :z,cos(y,  z,j, 

1  /N  /\  /\       , 

\   Z  =  Xf  cos(z,  X,)  -^fi  cos(z,  y,)  -h  z,cos(z,  z,). 

Si  les  deux  systèmes  d'axes  coordonnés  sont  rectangulaires,  les  formules  (4) 
subsisteront  en  même  temps  que  les  équations  (3). 

Concevons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  transformer  les  coordonnées  obli- 
ques 

.T,     r,     z 

en  coordonnées  rectangulaires 


relatives  encore  à  trois  axes  qui  passent  par  l'origine  O,  et  supposons  que  ces 
trois  axes,  prolongés  dans  le  sens  des 

positives ,  soient  respectivement  ceux  sur  lesquels  se  mesurent  les  trois  lon- 
gueurs 

En  d'autres  termes ,  supposons  que  le  demi-  axe  des  *  positives  se  confonde 
avec  le  demi-axe  des  .r  positives;  le  demi-axe  des  ij-  positives ,  avec  une  droite 
menée,  dans  le  plan  des  JO^j;  perpendiculairement  à  l'axe  des  œ ,  et  dirigée 
de  manière  à  former  avec  le  demi-axe  des  j-  positives,  un  angle  aigu;  enfin 
le  demi-axe  des  z  positives,  avec  une  droite  perpendiculaire  au  plan  des 

45. 
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.r,  1-,  et  diri{jëo  de  manière  à  former,  avec  le  demi-axe  des  z  positives,  un 
anolo  aifiu.  En  remplaçant,  dans  les  équations  (3)  et  (2), 

^K-,  ÏK,  2<     par     .V,  ^,     ., 
tr  X,  ,  y, ,  z,  par  x,  y,,  z,, , ,  on  trouvera 


v5) 


.V  =  X  -|-jrcos(y,x)  H-  zcos(z,x), 
,,,  =  jcos  (y,y,)+  zcos(z,yJ, 
.  =  zcos  (z,z„y), 

/\  /\ 

cos(Vx,X)  cos(z,.  ,,  Xi 

cos(x,X)  cos(x,X} 

(6)  /  ^.  —     ^^^^(y'^'Z)  ,      ^Qs("'^-T>^) 

cos(y,Y)  cos(y,y) 


cos(z,Z) 

D'aulrt'  part,   les  trois   longueurs 

X,  Y,   Z 

pourront  être   censées    se  confondre,  en  grandeur   comme    en   direction, 
avec  les  trois  longueurs 

>^v,.-   Y;...   Z,,; 

et  si,  en  considérant  langle  solide  ^x,  y,  z),  on  nomme 

n ^  h,  c  les  trois  angles  plans  opposés  aux  trois  arêtes  x,  y  ,  z  ; 

a,  o.  7  les  trois  angles  dièdres  opposés  à  ces  angles  plans; 

À,  a.  V  les  angles  aigus  formés  par  les  trois  arêtes  x  ,  y ,  z  avec  les  perpen- 
diculaires aux  trois  faces  opposées  à  ces  arêtes,  on  aura 

/\  /N  /\ 

(y„zj  —  a,  (zv,x,)  =  c,  ^x,,y,)  =  7, 
(x,X)  =  /,   oCv)  =  a,    (Z,'Z)  =  V. 
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Gela  posé,  en  ayant  égard  aux  formules  (i),  (6),  (8),  (9)  des  pages  3oG  et 
3o8 ,  ou  trouvera 

cos(y,x)  =  COS6',   cos(z,x)=  coso, 

ces  (yryx)  =  sin(x,y)  =  sine,  cos(z,y,)=  sin  (z,x)cos(yoZx)  =  sin/;cosa, 

cos  (z,  z,^  y)  =  cos  (z,  z)  —  ces  V  , 

cos(z.,,,X)  =  cos(ZrY)  =  -cosê,  cos(z„y,Y)  rzz  cos(ZrY)  =  -  cosy. 

De  plus,  les  longueurs 

yx,    Y:=y„,,    Z=:Z,,,, 

étant  toutes  trois  comprises  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  x, 
et  les  deux  longueurs 

étant ,  dans  le  plan  dont  il  s'agit ,  perpendiculaires  Tune  à  l'autre ,  l'angle 
aigu 

(yoY) 

aura  pour  complément  l'angle 

ou  son  supplément  oc.  On  aura  donc 

cos(y\,Y)=:  sina, 

et  l'on  trouvera  de  même 

cos(Xy,X)  =  sine. 

Enfin ,  les  plans  des  deux  angles 

(xy?yx),  (Xj'^X)  =  (x^,x,,,) 

étant  perpendiculaires  l'un  à  l'autre,  puisque  le  premier  de  ces  deux  plans  , 
c'est-à-dire  le  plan  des  a? ,  j ,  passe  par  l'axe  desj ,  tandis  que  le  plan  (x, ,  x„  ,) 
est  perpendiculaire  au  même  axe,  le  7"  théorème  de  la  page  3 1 1  donnera 

cos  [)CX)  —  cos(x^yOcosi^x,,X)  —  cos(x,,yO  sine; 
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et  comme  évidemment  l'angle 

sera  ie  supplément  de  l'angle  (x,y)==(?,  la  valeur  précédente  de  cos  (y.^Xi 
deviendra 

/\ 

cos  (y, ,  X)  =  —  cos  c  sin  g. 

Donc,  en  définitive,  si  l'on  exprime,  en  fonction  des  neuf  angles 

«,  b,  c,     a,   g,  y,     X,  /JL,  V, 

ies  coefficients  àe  x ,  j ,  z  ou  de  .c,  o^,  ^,  renfermés  dans  les  seconds  mem- 
bres des  formules  (5)  et  (6),  ces  formules  se  réduiront  aux  suivantes  : 

■  :=  X  -+■  J  eus  C  +   Z  COS  ê , 

il)  {  'i^=jrsin<?  +  zsin/>  cosa, 

=  Z  COS  V  , 

, X  sin  ê  cos  c  -f-  z  cos  é 

cos  A 
Q  \  /  if  sin  a  —  z  cos  a 

1  ^  cos  p 

f     z  =z  -i-. 
\  cos  V 

f  )n  ne  doit  pas  oublier  que,  dans  les  formules  (7),  (8),  les  trois  cosinus 

cosX,      COS/Jl,      cosv 
sont  liés  aux  sinus  des  angles 

rt,   b,  c,      a,   ê,   y 

par  les   équations  (i5)  de  la  page  323,   ce  qui  permet  d'éliminer  les  trois 
angles 

X  ,  /x  ,  V. 

Si ,  pour  fixer  les  idées ,  on  tire  des  équations  dont  il  s'agit  des  valeurs  de 
COS  ). ,  cos  /j. ,  cos  V  ,  exprimées  à  l'aide  des  seuls  angles 
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déjà  lenfermés  dans  les  formules  (7)  et  (8) ,  on  aura 

cos  X  =  sin  c  sin  ê ,     cos  fj.  =  sin  c  sin  a  ,     cos  v  =  sin  b  sin  a  ; 

et ,  par  suite  ,  les  formules  (7) ,  (8)  donneront 

/    X  =  X  +j  COS  c  -h  z  cos  b  , 

(9)  }    ^f  =:  j  sin  c  -+-  z  sin  b  cos  a , 
'    ^  =  z  s,in  b  sin  a.  ; 

/  X  =  X  —  1^  cot  c  —  *  cosec  c  cot  é  , 

(10)  I  j-  =  (tj  —  i  cot  a)  cosec  c  , 
\  z  =  i  cosec  a  cosec  b. 

Les  équations  (9),  (10)  s  accordent  avec  des  formules  déjà  connues.  Elles  of- 
frent cela  de  remarquable,  qu'elles  renferment  seulement  les  deux  angles  plan^ 

b  =  (z,x),     c  =  (x,y), 

formés  par  les  demi- axes  desj-  et  z  positives  avec  le  denji-axe  des  x-  pusitive:^, 
et  l'angle  dièdre  a  compris  entre  les  plans  des  deux  angles  A,  c.  Les  deux 
dernières  des  équations  (10)  remplissent  aussi  cette  condition  .  à  laquelh'  l;i 
première  des  équations  (10)  satisfera  elle-même,  si  l'on  y  substitut;,  à  la  plact 
de  cote,  sa  valeur  déduite  des  formules  (27)  et  (35)  du  §  IV.  En  <  ffet .  ces 
formules  donneront 

sin  a  cos  ê  =  sin  c  cos  b  —  sin  h  cos  c  cos  a. 
sin  «  sin  €  =  sin  b  sin  a, 

et,  par  suite, 

/;        sin  c  cos  b  —  siti  ù  cos  c  cos  a 

cot  5    =    — ; ,~— 

Sin  6  sin  y. 
puis  on  en  conclura 

cot  b  — cos  a  cote 


cosec  c  cot  b  =  - 


sin  u 
Donc,  les  formules  (10)  peuvent  s'écrire  comme  il  suit: 

f  ^  cot  b  —  cos  y.  cot  r 

i     X  =   v    —  if   cot  C    —  t  ■ : 

\  Sin  a 

^'  ^^  \  J  =^  {[\  —  ^  cot  a)  cosec  c  , 

^  z  =:z  z  cosec  a  cosec  b. 
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Au  reste,  pour  obtenir  immédiatement  les  formules (i  i),  il  suffit  de  résoudre, 
par  rapport  à  a? ,  j ,  z ,  les  équations  (9). 

Dans  le  cas  particulier  où  le  point  P  est  l'un  de  ceux  que  renferme  le  plan 
desjc,j,  les  coordonnées 

z  et  t 

s  évanouissent.  Alors  les  relations  linéaires  qui,  eu  vertu  des  formules  fq)  et 
;ii),  subsistent  entre  les  coordonnées  jc ,  j  et  .v ,  >(  ,  se  réduisent  aux 
suivantes  : 

{^'^■^  -v    =  .V  +   i^  COS  C  ,         i|   =zj  COS  C  , 

(ï  •5)  jc  =  X  ~  n  cot  C  ,     J  =  \f  cosec  c, 

«ju'il  serait  d'ailleurs  facile  d'établir  directement. 
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MÉMOIRE 


FONCTIONS   DE    VARIABLES    IMAGINAIRES. 


§  P""    —  Des  expressions  imaginaires ,  de  leurs  arguments  et  de  leurs  modules. 

Ainsi  que  je  l'ai  remarqué  dans  mon  Analyse  algébrique ^  une  expression 
imaginaire  n'est  autre  chose  qu'une  expression  symbolique  de  la  forme 

a  +  êv"'— I, 

a,  ê  désignant  deux  quantités  réelles.  On  dit  que  deux  expressions  imagi- 
naires 

a  H-  ê  V  — ■  I  j      y-\-  &\—  I 

sont  égales ,  lorsqu'il  y  a  égalité  de  part  et  d'autre ,  i^  entre  les  parties  réelles 
a  et  y;  ^°  entre  les  coefficients  de  \J —  i,  savoir,  ê  et  â'.  L'égalité  de  deux  ex- 
pressions imaginaires  s'indique,  comme  celle  de  deux  quantités  réelles,  par 
le  signe  = ,  et  il  en  résulte  ce  qu'on  appelle  une  équation  imaginaire.  Cela 
posé,  toute  équation  imaginaire  n'est  autre  chose  que  la  représentation  sym- 
bolique de  deux  équations  entre  quantités  réelles.  Par  exemple,  l'équation 
symbolique 

a  +  ê  v/  —  I  =  7  4-  (5*  v  ~  I 

équivaut  seule  aux  deux  équations  réelles 

a  =  -^     ê  =  (?. 

L'emploi  des  expressions  imaginaires,  en  permettant  de  remplacer  deux 
équations  par  une  seule ,  offre  souvent  le  moyen  de  simplifier  les  calculs  et 
d'écrire  sous  une  forme  abrégée  des  résultats  fort  compliqués.  Tel  est  même 
le  motif  principal  pour  lequel  on  doit  continuer  à  se  servir  de  ces  expressions 
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qui,  prises  à  la  lettre  et  interprétées  d'après  les  conventions  généralement 
établies ,  ne  signifient  rien  et  n'ont  pas  de  sens.  Le  signe  \/'^  n'est  en  quel- 
que sorte  qu'un  outil,  un  instrument  de  calcul,  qui  peut  être  employé  avec- 
succès,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  pour  rendre  beaucoup  plus  simples  et 
plus  concises,  non-seulement  les  formules  analytiques,  mais  encore  les  mé- 
thodes à  l'aide  desquelles  on  parvient  à  les  établir. 

Deux  expressions  imaginaires  qui  ne  diffèrent  l'une  de  l'autre  que  par  le 
signe  du  terme  que  renferme  v^—  i,  par  exemple 

a  +  êv/— I)      a  —  g V'' —  '  ^ 
sont  ce  qu'on  appelle  conjuguées. 

Concevons  maintenant  que  l'on  effectue  l'addition  ou  la  nmltiplication 
de  deux  ou  de  plusieurs  expressions  imaginaires,  en  opérant  d'après  les  règles 
généralement  établies,  comme  si  y  --  i  était  un  facteur  réel  dont  le  carré  fût 
égala  —I.  On  obtiendra  pour  résultat  une  nouvelle  expression  imaginaire, 
f{ui  sera  ce  qu'on  appelle  la  somme  ou  le  produit  des  expressions  données. 
Il  est  d'ailleurs  naturel  d'indiquer  cette  somme  ou  ce  produit  à  l'aide  des 
notations  adoptées  pour  représenter  la  somme  ou  le  produit  de  quantités 
réelles.  C'est  ce  que  l'on  fait  toujours.  Lorsque  l'on  multiplie  l'une  par  l'autre 
deux  expressions  imaginaires  conjuguées  ,  le  produit  devient  réel.  On  a  effec- 
tivement 

Dans  le  cas  particulier  où  les  quantités  réelles 

a,     ê 

se  réduisent  au  cosinus  et  au  sinus  d'un  même  arc  w,  alors,  de  l'équation  (  i 
jointe  à  la  formule 

('^)  cos^  rs  -h  sin^  z?  =  i , 

on  tire 

{^^)  (ces  27  +  V  —  ï  sin  w)  (cos  rs  —  y/"^^  sin  «sr)  =  i . 

Toute  expression  imaginaire 

a-H  ^\l~  I 
peut  être  présentée  sous  la  forme 

p  (cosw  -f-  v^—  I  sin  zs) , 
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û  désignant  une  quantité  positive  et  zs  un  arc  réel.  Effectivement!,  si  Ton 
pose 

a  +  €  V  —  I  =  p  (cos  T7  -f-  V  —  ï  sin  w) , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  . 

(4)  a  =  pcosïy,     ê=psinzy, 
on  tirera  des  équations  (4),  jointes  à  la  formule  (2), 

(5)  p2^a^^-g^ 
puis,  en  supposant  p  positif, 


(6)  p  =  v/a'+êS 

a  ,  ^ 

('7)  COS  Z5  —    , ■)     sin  CT  —    ,  ; 

et  il  est  clair  qu'on  pourra  satisfaire  aux  équations  (7)  par  une  valeur  réelle, 
et  même  par  une  infinité  de  valeurs  réelles  de  Parc  zs.  Le  facteur  p,  dont  la 
valeur  unique  se  détermine  p;ir  la  formule  (6),  est  ce  qu'on  appelle  le  module 
de  l'expression  imaginaire 

a  -f-  ê  V  —  ï  ^ 

l'arc  t?  est  ce  que  je  nommerai  l'argument  de  cette  expression.  Si  w  design. - 
une  des  valeurs  de  cet  argument,  on  vérifiera  généralement  les  équa- 
tions (7)  en  prenant 

k  étant  un  nombre  entier  quelconque;  et,  par  suite,  les  diverses  valeurs  de 
l'argument  zs  formeront  une  progression  arithmétique  dont  la  raison  sera  la 
circonférence  in.  Ajoutons  que,  si  Ton  désigne  par  9  un  arc  réel  quelconque, 
une  seule  des  valeurs  de  l'argument  zs  se  trouvera  renfermée  entre  les  li- 
mites 

(p  — 7T,        (p-i-TT. 

Comme  il  suffira  de  changer  le  signe  de  zs  poui-  transformer  lune  dans 
l'autre  les  deux  expressions 

y,  4.  g y/Z^  =  p  (cos  zs  +  \l'—"i  sin zs) ,      a  —  ê  v^~  =  p  (cos îiy  —  y/ —  i  sin^) , 

il  est  clair  que  deux  expressions  imaginaires  conjuguées  offriront  toujours, 

46. 


(  364  ) 

avec  uu  module  commun  équivalent  à  la  racine  carrée  de  leur  produit,  deux 
arguments  égaux,  au  signe  près,  mais  affectés  de  signes  contraires. 
Si  l'on  multiplie  l'une  par  l'autre  les  deux  expressions  imaginaires 

cost?  +  v^— I  sin  w,     cos  w'+ \/— I  sinw', 

dont  w,  7s'  représentent  les  arguments,  et  dont  les  modules  se  réduisent  à 
l'unité,  on  trouvera 

(9)  (cosw+v^— I  sinsT)(cose7'-l-v^—  i  sin^?')  =  cos(t7-f-ro')-J-v'— i  sin(w-4-5T'). 

Par  suite,   si  l'on  multiplie  l'une   par  l'autre  les  deux  expressions  imagi- 
naires 

a+êv  — i—plcoscr+v/—  isinw),      et! +^'\l  —  i=(j' [coszs' -\-sl  —  i  smzs') -, 

dont  les  modules  |0,  p'  peuvent  différer  de  l'unité,  on  trouvera  non-seule- 
ment 

(ro)  (a-4-êv'  —  i)  (a'  +  ê\'—  i)  =  aa'  — oê'4-  (a§'+a'ê)v'—  1, 

mais  encore 

(I  i)  [a-h^\  —  i)  [cl  -i-^'\j  —  i)  =rp|2'[cos(î7+cy')+v'—  I  sin(5y-f-tô')J- 

Il  suit  de  la  formule  (10),  que  le  produit  de  deux  expressions  imagi/iaires  a 
pour  module  le  produit  de  leurs  modules ^  et  pour  argument  la  somme  de 
leurs  arguments.  D'ailleurs,  le  produit  pp'  étant,  en  vertu  des  fornuiles  (10 
et  (11),  le  module  de  l'expression  imaginaire 

aa'  —  §§'  +  (aê' + a'  g  )  y'  —  1 , 
l'équation    5)  donnera 

p-' p'2  =  (aa'-  ^&y  +  (ag'  -+-  a' g'/, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(  1 1)  (a^  4-  g^)  (a"  4-  §")  =  (ayJ  -  gg')^  +  (ag'  +  a'g)^ . 

La  formule  (9)  n'est  autre  chose  que  la  représentation  symbolique  des  deux 
équations  réelles  qui  servent  à  exprimer  le  cosinus  et  le  sinus  de  la  somme 
de  deux  arcs  en  fonctions  des  sinus  et  cosinus  de  ces  deux  arcs.  La  for- 
mule (11),  appliquée  au  cas  où  les  quantités  a,  a',  g ,  g'  deviennent  des  nom- 
bres entiers,  fait  voir  que,  si  l'on  multiplie  l'un  par  l'autre  deux  nombres  en- 
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tiers  dont  chacun  soit  la  somme  de  deux  carrés,  le  produit  sera  encore  une 
somme  de  deux  carrés. 

Si  l'on  multipliait  l'une  par  l'autre  trois,  quatre,  etc.,  expressions  imagi- 
naires, alors,  à  la  place  de  la  formule  (i  i),  on  obtiendrait  une  formule  ana- 
logue de  laquelle  on  conclurait  que  le  produit  de  plusieurs  expressions  ima- 
ginaires a  pour  module  le  produit  de  leurs  modules ,  et  pour  argument  la 
somme  de  leurs  arguments. 

§  II.  —  Des  variables  imaginaires. 

Lorsqu'on  suppose  variables  les  deux  quantités  réelles  s ,  ^,  ou  au  moins 
l'une  d'entre  elles,  l'expression  imaginaire  oc  déterminée  par  la  formule 

(i)  x~s-\-t\j — I, 

est  ce  qu'on  appelle  une  variable  imaginaire. 

Si  l'on  nomme  r  le  module  et  p  l'argument  de  la  variable  imaginaire  x , 
on  aura  généralement 

(2)  X  =:  r  (cos  p -\- \^  —  i  sin  p) ., 
r,  p  étant  liés  à  ^  et  ^  par  les  formules 

(3)  s  =  rcosp,     t  =  rs'mp; 

et  il  sera  nécessaire  que  des  deux  quantités  r,  /?,  Tune,  au  moins,  soit  variable 
avec  X. 

Rien  n'empêche  de  considérer  les  quantités  réelles  s ,  t  comme  représen- 
tant les  coordonnées  rectilignes  d'un  point  situé  dans  un  plan  donné.  Alors 
les  diverses  valeurs  de  x  que  l'on  déduira  de  la  formule  (i),  en  attribuant 
aux  variables^,  t  divers  systèmes  de  valeurs,  correspondront  aux  diverses 
positions  que  pourra  prendre  un  point  mobile  P  dans  le  plan  dont  il  s'agit. 
Si  les  coordonnées  j,  t  sont  non-seulement  rectilignes,  mais  rectangulaires  . 
le  module  r  et  l'argument  /?,  liés  à  ^  et  ^  par  les  formules  (3),  représenteront 
le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  à  ce  point,  et  \ angle  polaire  que  décrira 
ce  rayon  vecteur  en  tournant  autour  de  l'origine  considérée  comme /7o/e/ 
par  conséquent,  r  et  p  seront  ce  qu'on  appelle  les  coordonnées  polaires  du 
point  P. 

Si,  dans  l'équation  (i),  on  fait  converger  la  variable  s  vers  une  certaine 
limite  S,  et  la  variable  t  vers  une  certaine  limite  Z",  la  variable  x  conver- 
gera elle-même  vers  une  limite  correspondante  X  qui  sera  déterminée  par 
la  formule 

X=S+  Tsi^^. 
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Une  expression  imaginaire  variable  est  appelée  infiniment  petite  lors- 
quelle  converge  vers  la  limite  zéro,  ce  qui  suppose  que,  dans  l'expression 
donnée  ,  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  \J  —  \  convergent  en  même  temps 
vers  cette  limite.  Cela  posé ,  représentons  par 

a  +  ê  y  —  I  =  p  (cos  Z5  -\-  \j —  I  sin  ^) 

une  expression  imaginaire  variable,  a,  S  désignant  deux  quantités  réelles 
auxquelles  on  peut  substituer  le  module  (j  et  Fargument  ts.  Pour  que  cette 
expression  soit  infiniment  petite,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  son  mo- 
dule p  soit  lui-même  infiniment  petit. 

§  III.  —  Sur  les  fonctions  de  variables  imaginaires,  et  sur  celles  de  ces  fonctions  que  l'on 
nomme  entières  ou  rationnelles. 

Les  variables  imaginaires  peuvent  être  soumises,  aussi  bien  que  les  varia- 
bles réelles,  à  diverses  opérations  dont  les  résultats  sont  àe?»  fonctions  de  ces 
variables.  Ces  fonctions  se  trouvent  complètement  définies  quand  les  opé- 
rations ont  été  définies  elles-mêmes ,  et  quand  on  a  complètement  fixé  le 
sens  des  notations  employées  dans  le  calcul. 

x\insi,  par  exemple,  en  vertu  des  définitions  et  conventions  admises  dans 
te  §  l",  la  somme  ou  le  produit  de  plusieurs  expressions  imaginaires 

a  H-  ê V  —  I ,  «'+  ê'  V  —  ï  5  a"+  ê"v/—  I ,  •  •  • , 
ne  sera  autre  chose  que  l'expression  de  même  forme  à  laquelle  on  parvient 
quand  ou  ajoute  entre  elles,  ou  quand  on  multiplie  lune  par  l'autre  les  ex- 
pressions données,  en  opérant,  d'après  les  règles  établies  pour  les  quantités 
réeiles,  comme  si  \  —  i  était  un  facteur  réel  dont  le  carré  fût  égal  à  — i  ;  et 
cette  somme  ou  ce  produit  s'indiquera  toujours  à  l'aide  des  notations  dont  on 
se  sert  pour  représenter  la  somme  ou  le  produit  de  quantités  réelles.  Donc, 
si  l'on  nomme 

rï,  b,   c, .  .  . ,  jf ,  j',   z, .  .  . 

plusieurs  constantes  et  variables  imaginaires,  les  valeurs  des  fonctions  de  x 
représentées  par  les  notations 

x-\-a,     xH-<2H-^,.  .  .,     ax,     abx .,     abcx,..., 
et  des  fonctions  de  .r  ,  j^,  z, .  .  .  représentées  par  les  notations 

x4-jr,     :r-t-/  +  z,. .  .,     xj,     xjz,....   rtxjz,..., 
seront  toujours  complètement  déterminées. 
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De  la  notion  des  produits,  on  passe  immédiatement,  comme  Ton  sait,  à 
celle  des  puissances  entières.  En  effet,  si  l'on  désij^ne  par  zz  un  nombre  en- 
tier quelconque,  et  par  x  une  variable  réelle,  la  n"^'"^  puissance  de  .r,  repré- 
sentée parla  notation  x",  ne  sera  autre  chose  que  le  produit  de  n  facteurs 
égaux  à  X.  Or  il  suffira  évidemment  d'étendre  cette  définition  et  cette  nota- 
tion au  cas  même  oîi  la  variable  x  devient  imaginaire ,  pour  que  la  [onction 


soit  toujours  complètement  déterminée. 

Si  l'on  nomme  r  le  module  ei  p  Targument  de  x,  alors ^  en  vertu  de  la 
dernière  des  propositions  énoncées  dans  le  §  V\  x"  aura  pour  module  le  pro- 
duit r"  de  n  facteurs  égaux  à  r,  et  pour  argument  la  somme  np  de  n  quan- 
tités égales  à  p.  On  aura  donc 

(  I  )  jr"  =  /'"  (cos  np  +  v'  —  i  sin  Tip) . 

Ces  principes  étant  admis,  une  fonction  d'une  ou  de  plusieurs  variables 
imaginaires  pourra  être  considérée  comme  complètement  déterminée,  quanti 
elle  résultera  d'une  ou  de  plusieurs  opérations  dont  chacune  sera  une  aklition, 
une  multiplication  ou  l'élévation  dune  expression  imaginaire  variable  à  une 
puissance  entière.  En  effet,  pour  obtenir  la  valeur  d'une  telle  fonction,  il 
suffira  d'effectuer,  l'une  après  l'autre,  les  opérations  dont  il  s'agit.  Ees  fonc- 
tions ainsi  construites  avec  des  variables  imaginaires  sont  appelées/ô/zc^/o^zA 
entières  de  ces  variables,  c'est-à-dire  qu'on  leur  donne  le  nom  assigné  aux 
fonctions  de  même  nature,  construites  avec  des  variables  réelles.  Gela  posé, 
les  fonctions  entières  de  variables  imaginaires  jouiront  évidemment  des 
mêmes  propriétés  que  les  fonctions  entières  des  variables  réelles ,  et  vérifie- 
ront les  mêmes  formules.  Ainsi ,  en  particulier,  la  somme  ou  le  produit  de 
plusieurs  variables  imaginaires,  tout  comme  la  somme  ou  le  produit  de  plu- 
sieurs variables  réelles,  offrira  une  valeur  indépendante  de  l'ordre  dans  le- 
quel les  additions  ou  les  multiplications  seront  effectuées.  Ainsi  encore  les 
deux  formules 

(x-^j)(x—j)=^.y''--f'^ 
{x  +jr)-  =:x'^+  IX  y  -\-  j% 


et  les  formules  plus  générales 

(2)  x«— j"  =  (x  —  j) (^"-'  4-  j:""2  j-h  . .  .  +  xj"-'  -f-j^"), 

(3)  {x  +jf  =  a:«  -f-  nx'^-y  +  "^''~'^ .x"-^ j^  +  .  . .  -\-y". 
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(4)  a:'"+"  =  jc"'jc", 

(5)  {œjf  =  xy\ 

(6)  {x")"'  =  x"'% 

dans  lesquelles  m  et  ?i  désigneront  des  nombres  entiers  quelconques ,  subsis- 
teront pour  des  valeurs  imaginaires,  aussi  bien  que  pour  des  valeurs  réelles 
des  variables  oc  ^j. 

Les  opérations  inverses  de  l'addition  et  de  la  multiplication  peuvent  être 
effectuées  sur  des  variables  imaginaires,  aussi  bien  que  sur  des  variables 
réelles.  11  est  naturel  de  désigner,  sous  les  mêmes  noms,  dans  les  deux  cas, 
ces  opérations  inverses  et  leurs  résultats,  et  de  représenter  ces  résultats  à 
laide  des  mêmes  notations.  C'est  ce  que  Ton  fait,  autant  qu'il  est  possible. 
Entrons,  à  ce  sujet,  dans  quelques  détails. 

Étant  données  deux  variables  réelles  ou  imaginaires  x  et^,  la  soustrac- 
tion ou  l'opération  inverse  de  l'addition  consiste  à  trouver,  par  exemple,  une 
nouvelle  variable  z  qui,  ajoutée  à  la  variable  x,  reproduise  la  variable^,  et 
vérifie  en  conséquence  la  formule 

(7)  x-^z=:y. 

Le  résultat  de  la  soustraction  s'appelle  différence.  Or  comme,  pour  tirer  de 
l'équation  (i)  la  valeur  de  z,  il  suffira  d'ajouter  —x  aux  deux  membres,  il 
est  clair  que  la  différence  z  àe  j  k  x  sera  déterminée  par  la  formule 

;8)  z=j~x, 

et  représentée,  pour  des  valeurs  quelconques  de  x  etj,  par  la  notation 

j-x. 

Ainsi  la  soustraction  peut  être  réduite  à  l'addition;  et,  pour  soustraire  la  va- 
riable .r  de  la  variable jr,  il  suffira  d'ajouter  à  cette  dernière  la  variable  —x. 
La  division  n'étant  autre  chose  que  1  opération  inverse  de  la  multiplica- 
tion, pour  diviser  j^  par  jr,  il  suffira  de  chercher  la  valeur  de  z  qui,  multi- 
pliée par  jr,  reproduit  j-,  et  vérifie  en  conséquence  la  formule 

(9)  ^^  =J- 

Le  résultat  de  la  division  s'appelle  quotient  ou  rapport  géométrique.  Le  quo- 
tient de^  par  x  s'indique,  pour  des  valeurs  quelconques  réelles  ou  imagi- 
naires de  X,  k  l'aide  de  la  notation 
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en  sorte  que  léquation  (9)  entraîne  tonjours  la  suivante 

(10)  z=^- 

D'ailleurs,  si  l'on  nomme  r,  r'  le  module  des  variables  ^,j",  et  /;,  //  leurs 
arguments,  on  aura 

x  =  r  (cos  p  +  v'  —  I  sin  p) ,    J=  r'  (cos//  H-  y  —  i  sin  p') , 

et,  pour  tirer  la  valeur  de  z  de  l'équation  (9),  réduite  à  la  forme 

rz  (cos/>  + y  —  i  sin/>)  =  r' (cos/;'4- y  —  isin^') , 

il  suffira  évidemment  de  multiplier  les  deux  membres.  1"  par  le  facteur  -: 
2''  par  le  facteur 

co^p  —  \J  —  \  un  p. 

En  opérant  ainsi,  on  trouvera,  pour  des  valeurs  du  rapport -=:z, 

II)  -r=  —  \coii{p'—p)-^\l—\s\nip'—p)\, 

et  l'on  pourra ,  en  conséquence,  affirmer  que  le  rapport  de  deux  expressions 
imaginaires  a  pour  module  le  rapport  de  leurs  modules j  et  pour  argument  la 
(Hjférence  de  leurs  arguments.  Cette  proposition,  qui  pourrait  évidemment 
se  déduire  de  celle  que  nous  avons  énoncée  à  la  fin  du  §  I",  prouve  que  le 
quotient  de  deux  variables  imaginaires  est  toujours  complètement  déterminé, 
à  moins  que  le  diviseur  y  ne  s'évanouisse  avec  son  module  /•. 

Dans  le  cas  particulier  où  j  se  réduit  à  l'unité,  le  rapport  z,  réduit  à  -, 

devient  ce  que  nous  appelons  l'expression  ou  la  variable  inverse  de  x.  Alors 
la  formule  (i  i)  donne 

(12)  ^  =  ^  {cos/?-y  — isin^). 

Donc  ri?iverse  -  de  la  variable  imaginaire   r  offre  un  module  inverse  du 

module  de  x,  avec  un  argument  égal,  au  signe  près,  à  V argument  de  x, 
mais  affecté  d'un  signe  contraire. 

Comme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  des  formules  (i  i)  et  1 12),  jointes  à  la 
formule  (i  i)  du  §  Y^ . 

(i3  -^^rx  -' 

^  X  "^  X 
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il  est  clair  que,  pour  diviser  j-  pin-  X',  il  suffira  de  multiplier  j-  pai-  l'inverse 
de  jc.  Ainsi  le  rapport  de  deux  variables  imaginaires  est  le  produit  de  la 
première  par  r  inverse  de  la  seconde.  Cette  proposition,  jointe  à  celle  que 
nous  avons  énoncée  tout  à  l'heure,  permet  de  substituer  une  multiplication 
à  une  division. 

Une  fonction  d'une  ou  de  plusieurs  variables  imaginaires  est  appelée  ra- 
tionnelle lorsqu'elle  est  le  résultat  de  plusieurs  opérations  dont  chacune  se 
réduit  à  une  addition,  à  une  multiplication,  à  la  formation  d'une  puissance 
entière,  ou  à  une  division.  Cela  posé,  les  fonctions  rationnelles  de  variables 
imaginaires  jouiront  évidemment  des  mêmes  propriétés  que  les  fonctions 
rationnelles  de  variables  réelles,  et  vérifieront  les  mêmes  forn)ules.  Ainsi, 
en  particulier,  toute  Jonction  rationnelle  pourra  être  réduite  au  rapport  de 
deux  fonctions  entières  ;  et,  de  plus,  un  tel  rapport  ne  sera  point  altéré  si 
ses  deux  termes  sont  multipliés  ou  divisés  par  un  même  facteur.  Ainsi,  en- 
core, on  tirera  de  la  formule  (4),  pour  des  valeurs  imaginaires,  aussi  bien 
que  pour  des  valeurs  réelles  de  .r, 

{^^]  •^"'  =  '^'- 

Ajoutons  que,  pour  obtenir  une  définition  générale  de  j:'",  dans  le  cas  où  di 
désigne  une  quantité  réelle,  positive,  nulle  ou  négative,  mais  dont  la  valeur 
numérique  est  un  nombre  entier,  il  suffira  d'étendre  la  formule  (i4)  au  cas 
même  où  l'exposant  m  devient  nul  ou  négatif.  En  effet,  si,  n  étant  un  nom- 
bre entier  quelconque,  l'on  remplace  successivement,  dans  cette  formule  . 
m  par  zéro  et  par  —n,  on  trouvera 

(i5)  x''=\ 

et 

(16)  X-«=-. 

x" 

Il  est  bon  d'observer  qu'en  désignant,  comme  ci-dessus,  par  r  le  module 
et  par  p  l'argument  de  x,  on  tirera  de  la  formule  (16),  jointe  aux  équa- 
tions (1)  et  (la), 

(17)  oc~"  =  r""  (cos  np  —  y' —  i  sin  np). 

Cela  posé,  si  l'on  nomme  a  une  quantité  positive  ou  négative  dont  la  valeur 
numérique  soit  un  nombre  entier  «,  on  aura,  en  vertu  des  formules  (i) 

'"('7)- 

(18)  x""  =  r^  (cos  ap  +  y  —  i  sin  ap) . 
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§  IV.    —  Sur  les  /onctions  algébriques  et  irrationnelles  de  variables  imaginaires. 

On  est  conduit  à  la  notion  des  fonctions  algébriques  et  irrationnelles,  lors- 
qu'on cherche  à  effectuer  lopération  inverse  de  celle  qui  a  pour  objet  1  élé- 
vation d  une  variable  à  des  puissances  entières  ,  ou  à  généraliser  1  emploi  de 
la  notation  par  laquelle  on  exprime  ces  puissances,  et  à  étendre  cet  emploi 
au  cas  même  où  les  exposants  deviennent  fractionnaires  ou  irrationnels.  Pour 
bien  comprendre  ce  que  nous  devons  dire  à  ce  sujet,  il  est  nécessaire  de 
rappeler  d  abord  en  peu  de  mots  la  définition  générale  des  racines  et  la  dé- 
finition des  puissances  fractionnaires  ou  irrationnelles  d'une  quantité  positive. 

L'opération  inverse  de  celle  qui  a  pour  objet  Télévation  d'une  variable  à 
la  n^^"^^  puissance,  la  lettre  n  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  c'est 
ce  qu'on  appelle  \  extrac  don  de  la  racine  du  degré  n.  Ainsi ,  extraire  la  ra- 
cine n'^""^  de  la  variable  réelle  ou  imaginaire  jc^  c'est  tout  simplement  cher- 
cher une  autre  variable  j-  dont  la  «'""*'  puissance  reproduise  x,  en  sorte 
qu'on  ait 
(0  j"  =  x. 

D'ailleurs  cette  équation  admet  généialeraent  n  racines  dont  une  seule  e:*t 
réelle  et  positive,  quand  on  suppose  que  la  variable  x  elle-même  est  réelle 
et  positive.   Adoptons  cette  supposition  ,  et,  en  désignant,  suivant  l  usage, 

par  \Jx  la  racine  n'^'"''  et  positive  de  x,  faisons,  pour  abréger, 

(2)  X  =  \/x. 

On  aura 

'3)  X=  x"; 

et  si,  en  nommant  a  un  nombre  entier  quelconque,  on  élevé  les  deux  mem- 
bres de  la  formule  (3)  à  la  puissance  du  degré  a ,  on  trouvera 

(4)  x""  =  x""". 

Or,  pour  obtenir  la  définition  générale  de  x",  dans  le  cas  où  l'exposant  a  de- 
vient fractionnaire,  il  suffira  d'étendre  à  ce  cas  la  formule  (4).  En  effet,  si , 

dans  cette  formule,  on  remplace  successivement  a  par  -  et  par  — î  elle  don- 
nera 

"^   '  x''=  X,     x""  =  x'""  ; 

47- 
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en  sorte  que  jt"  ne  différera  pas  de  sjx.  Il  y  a  plus;  si  l'on  attribue  succes- 
sivement à  la  constante  a  les  valeurs  néf^atives » ->  la  formule  (A) 

donnera 


(6) 


X      "   =  X" 


et,  par  suite,  la  quantité  positive  ^"'^  sera  toujours  inverse  de  jr'*,  c'est-à-dire 

éfjalc  à  — ?  tout  comme ,  en  vertu  de  la  formule  (16)  du  §  III,  .r~'  est  inverse 

de  ^,  et  jr~'"  de  ^'".  Ajoutons  que ,  si  la  constante  a^  étant  positive  ou  néga- 
tive, a  poui-  valeur  numérique  un  nombre  irrationnel  p.,  on  pourra  obte- 
nir de  ce  nombre  irrationnel  des  valeurs  aussi  approchées  que  Ion  voudra  , 

exprimées  par  des  nombres  fractionnaires.  Or,  soit  -  une  de  ces  valeurs  ap- 
prochées. En  vertu  de  la  définition  généralement  admise  par  les  géomètres  , 
les  puissances  irrationnelles 

X       çX     x~  ''' 

ne  seront  autre  chose  que  les  limites  vers  lesquelles  convergeront  les  puis- 
sances fractionnaires 

m  m 

X"       et       X      "' 

tandis  que  le  degré  de  l'approximation  croîtra  indéfiniment.  D'ailleurs,  ces 
dernières  puissances  se  réduisant  toujours  à  deux  nombres  inverses  l'un  de 
l'antre,  on  pourra  en  dire  autant  de  leurs  limites,  en  sorte  qu'on  aura 
encore 

(7)  ^-'=^- 

En  résumé,  si  la  variable  x  est  réelle  et  positive,  alors,  parmi  ses  racines 
du  degré  n,  c'est-à-dire  parmi  les  valeurs  àe  j  propres  à  vérifier  l'équa- 
tion (i),   une  seule  sera  réelle  et  positive.   Si,    en  désignant  cette  racine 
positive  par  la  lettre  x ,  on  veut  déterminer  complètement  la  valeur  de  la 
^  fraction 

il  suffira,  quand  l'exposant  a  sera  fractionnaire,  de  recourir  à  l'équation  (4), 
et,  dans  le  cas  contraire,  de  faire  converger  un  exposant  fractionnaire  vers 
la  limite  a. 
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Considérons  maintenant  le  cas  général  où  la  variable  x  est  imaginaire. 
Nommons  /'  le  module ,  et  p  largument  de  cette  variable.  Les  diverses 
racines  n'"''^^  de  x  seront  toujours  les  n  valeurs  de  y  propres  à  vérifier 
l'équation  (i).  Soient  p  et  ^  le  module  et  l'argument  de  Tune  quelconque  de 
ces  valeurs  ;  on  aura ,  non-seulement 

jT  =  /•  (cos  /?  +  y/—  I  sin/7) ,      J  =P  (cos  ns  -+-  \l  —  i  sin  zs)^ 
mais  encore,  en  vertu  de  la  formule  (i)  du  §  III, 

y"  =  p"(cos  nzs-h  \i  —  1  sm  z^); 

et  puisqu'à  une  expression  imaginaire  donnée  correspond  toujours  un  seul 
module ,  les  deux  modules 

des  expressions  égales  y"  et  x  seront  nécessairement  égaux  entre  eux.  On 
aura  donc 

(8)  p"  =  n 

et,  par  suite,  la  valeur  de  jr"  étant  réduite  à 

j''  =  r  (  cos  ^^^7  -4-  y  —  i  sin  fi  z^ )  ^ 
l'équation  (i)  donnera 

cos  7i  w  -f-  V  —  I  sin  n  zs  =  cos  p  -+-  y  —  i  sin  p . 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(g)  cos  nzs  =  cos  p,        sin  iizs  =  sin  /;. 

Or  on  tirera  de  l'équation  (8  ) 

p  =  \Jr, 
ou,  ce  qui  revient  au  mêm^, 

('«)  p=À 

De  plus,  en  vertu  des  formules  (9),  l'arc zz^ît  admettra  une  infinité  de  valeurs 
équidistantes;  mais,  comme  ces  valeurs  se  réduiront  aux  divers  termes  dune 
progression  arithmétique  dont  la  raison  sera  la  circonférence  271,  elles  coïn- 
cideront précisément  avec  les  diverses  valeurs  que  peut  admettre  l'argument 
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p  de  la  variable  j?.  Donc,  par  suite,  les  diverses  valeurs  des  inconnues  w 
et  j-  seront  celles  que  l'ou  pourra  déduire  des  formales 

(il)  7^  =  P 

n 

et 

(la)  jK=  r"  fcos^  +  \/ —  I   sin  -), 

en  y  substituant  pour/?  l'un  quelconque  des  arguments  de  la  variable  œ. 

Il  importe  beaucoup  de  distinguer  les  unes  des  autres  les  diverses  valeurs 
de  j  qui  peuvent  se  tirer  de  la  formule  (la),  et  Ton  s'exposerait  à  introduire 
une  étrange  confusion  dans  le  calcul,  si  on  les  désignait  toutes  indistincte- 
ment par  la  notation 

Il  est  donc  nécessaire  de  n'appliquer  cette  notation  qu'à  uue  seule  des  ra- 
cines n'^""^'  de  JC,  convenablement  choisie.  D'ailleurs,  la  racine  que  l'on  choi- 
sira devra  évidemment  remplir  deux  conditions.  En  premier  lieu  ,  elle  devra 
se  réduire,  pour  une  valeur  réelle  et  positive  de  or,  à  la  racine  que  nous 
représentons  alors  par  la  notation 

n 1 

sjx      ou       JC^. 

En  second  lieu,  elle  devra  se  réduire  à  y  —  i  ,  quand  on  posera  ?i  =z  i.  et 
j:  —  —  I.  Or  ces  conditions  seront  remplies  si,  dans  le  second  membre  de 
ia  formule  (12),  on  réduit  toujours  l'angle  p  à  celui  des  arguments  delà  va- 
riable X  qui  se  trouve  compris  entre  les  limites  —  tt,  +;r,  enfaisant coïncider» 
avec  la  limite  supérieure  tt,  dans  le  cas  particulier  où  la  variable  x  devien- 
drait réelle  et  négative.  En  effet,  l'argument  p  étant  choisi  comme  on  vient 
de  le  dire,  on  aura,  i^  pour  une  valeur  réelle  et  positive  de  x, 

p  =  o,     -  =  o,      x=  r; 
2'^'  pour  X  =  —  i  ,  et  n  =  2y 

p  7r 

et  la  formule  (12)  donnera,  dans  le  premier  cas, 

j  =  r~^  ^  X~^  —  S,lX  : 
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dans  le  second  cas, 

I.e  choix  que  nous  venons  d'indiquer  est  celui  auquel  nous  nous  arrêterons, 
et,  en  conséquence,  nous  poserons 

(  ^  ^)  v^  =  r"  (  cos  -  +  V  —  '  ^^"^^n  )  ' 

p  étant  le  module  de  x  compris  entre  la  limite  inférieure  —  rr,  qu'il  ne  doit 
jamais  atteindre,  et  la  limite  supérieure  ;:,  qu'il  atteindra  si  l'on  attribue  à 
la  variable  x  une  valeur  réelle,  mais  négative. 

Il  est  bon  d'observer  qu'on  satisferait  encore  aux  deux  conditions  énoncées 
si,  dans  la  formule  (i3),  on  attribuait  toujours  à  largiiment  p  une  valeur 
comprise  entre  les  limites 

(p  —  ;:,     9+71, 

l'une  de  ces  limites  étant  exclue,  et  «p  étant  un  an^le  positif  inférieur  à  n, 
ou  même  si,  en  considérant  l'argument  p  comme  représentant  un  angle  po- 
laire, on  faisait  varier  cet  angle  polaire,  suivant  l'usage  reçu  dans  la  géomé- 
trie analytique,  entre  les  limites 

77—  7r=:o,      7:H-7r=-2  7r, 

sans  lui  permettre  néanmoins  d'atteindre  jamais  la  plus  grande  de  ces  deux 
limites.  Mais,  dans  cette  dernière  hypothèse,  il  suffirait  d'attribuer  à  la  va- 
riables, supposée  réelle   et  positive,    un  accroissement  infiniment  petit. 

dans  lequel  le  coefficient  de  y  —  i  fût  négatif,  pour  que  la  fonction  yx 
changeât  brusquement  de  valeur;  et  l'on  évite  cet  inconvénient  en  s'arrétant 
à  la  supposition  que  nous  avons  admise. 

En  résumé,  nous  supposerons  toujours,  dans  ce  qui  va  suivre,  la  valeiu 

de  \/^  déterminée  par  la  formule  (i3),  dans  laquelle  l'argument  p  de  x  ne 
pourra  varier  que  depuis  la  limite  —  n  exclusivement  jusqu'à  la  limite  n 

inclusivement.  Le  sens  de  la  notation  v^  étant  ainsi  fixé,  si  l'on  pose,  ponr 
abréger, 

X  =  \jx , 

on  aura 
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et  même  on  tirera  de  celte  dernière  formule,  en  élevant  les  deux  membres 
à  une  puissance  entière  dont  le  degré  soit  représenté  par  a , 


On  se  trouvera  ainsi  ramené  à  l'équation  (4),  déjà  établie  pour  le  cas  où  la 
variable  x  était  réelle  et  positive ,  et  Ton  peut  ajouter  que ,  si ,  dans  cette 

équation,  l'on  substitue  à  x  =  \^r  sa  valeur  tirée  de  la  formule  fi3),  on 
verra  reparaître  réquation  (18)  du  §  III,  savoir, 

1 4)  -^^  =  /'"  (cos  ap  +  V  —  I  sin  np). 

Cela  posé,  rien  n'empêchera  d'étendre  les  définitions  et  conventions  admises 
dans  le  cas  où  la  variable  oc  était  réelle  et  positive,  au  cas  où  cette  variable 
devient  imaginaire.  C'est  ce  que  nous  ferons;  et,  en  conséquence,  pour  dé- 
finir la  valeur  de  x""  correspondante  à  des  valeurs  fractionnaires  positives 
ou  négatives  de  l'exposant  a,  nous  étendrons  à  ces  valeurs  fractionnaires  de  a 
l  équation  ([\)^  ou,  ce  qui  levient  au  même,  la  formule  (i4);  pLiis,  quand 
lexposant  a  deviendra  irrationnel,  nous  regarderons  la  puissance  irration- 
nelle .r"  comme  la  limite  vers  laquelle  convergera  une  autre  puissance  dont 
l'exposant  fractionnaire  s'approchera  indéfiniment  de  la  limite  a.  Nous  par- 
viendrons ainsi  à  fixer,  pour  une  valeur  réelle  quelconque  de  l'exposant  a,  le 
sens  qui  devra  être  attaché  à  la  notation  a'^,  et  qui  se  trouvera,  dans  tous 
les  cas  ,  déterminé  par  la  formule  (i4)- 

On  nomme  Jonction  algébrique  irrationnelle  celle  qui  est  le  résultat  de 
plusieurs  opérations  algébricpics  dont  chacune  se  réduit  à  une  addition,  à 
une  multiplication,  à  une  division,  ou  à  la  formation  d'une  puissance  entière, 
fractionnaire  ou  irrationnelle.  Les  fonctions  algébriques  irrationnelles  de  va- 
iiables  imaginaires  jouissent  de  propriétés  analogues  à  celles  des  fonctions  algé- 
briques irrationnelles  de  vaiiables  réelles,  et  vérifient  des  fonnules  du  même 
genre.  Seulement,  plusieurs  de  ces  formules  ne  subsistent  que  sous  certaines 
conditions,  et  entre  certaines  limites,  quand  les  variables  deviennent  imagi- 
naires. Ainsi,  par  exemple,  rt,  b^  c,.  .  .  étant  des  exposants  réels  quelcon- 
ques, et  X,  j",  z^.  .  .  des  variables  imaginaires,  les  formules 

(  I  5)  x"x^  =  x'^'^^ ,     x"  x''x^  =  x"""^'^^, .  .  . 

subsisteront  poui-  une  valeur  quelconque  de  x.  Mais  on  ne  pourra  pas  en  dire 
autant  des  formules 

(16)  X''j":=--^Xjf,        X"J^Z^^{XJZ)%..  .  , 
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et  si  Ton  représente  par 

p,  p',  /?",... 
les  arguments  des  variables 

x,7,  z,..., 

en  supposant  chacun  de  ces  arguments  supérieur  à  la  limite  —  tt,  mais  in- 
férieur ou  tout  au  plus  égal  à  ?:,  les  formules  (i6)  subsisteront  sous  la  con- 
dition que  la  somme 

p-^  p'     ou     p  +  p'  +  p"i  •  •  • 

des  arguments  des  diverses  variables  soit  elle-même  supérieure  à  — rr,  et 
inférieure  ou  tout  au  plus  égale  à  n. 

§  V.    —  Sur  les  /onctions  exponentielles,    trigonométriques  et  logarithmiques  de  variables 
imaginaires. 

Ainsi  que  nous  l'avons  remarqué  dans  le  §  III,  une  fonction  de  plusieurs 
variables  imaginaires  offre  une  valeur  complètement  déterminée,  quand  elle 
se  réduit  à  une  fonction  entière  de  ces  variables.  Il  y  a  plus;  cette  proposi- 
tion ,  qui  reste  vraie  quel  que  soit  le  nombre  des  termes  compris  dans  la 
fonction  entière ,  peut  être  évidemment  étendue  au  cas  même  où  le  nombre 
de  ces  termes  devient  infini ,  et  où  cette  fonction  est  représentée  par  la 
somme  d'une  série  convergente.  Pour  qu'une  telle  fonction  soit  complète- 
ment déterminée,  il  suffit  que  Ion  attribue  à  la  variable  ou  aux  variables 
quelle  renferme,  des  valeurs  qui  laissent  subsister  la  convergence  de  la 
série. 

Gela  posé,  concevons  qu'une  fonction  de  x ,  représentée  par  une  certaine 
notation,  soit  développable,  pour  des  valeurs  réelles  de  la  variable  oc,  en  une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  cette  variable.  Si  cette 
série  reste  convergente  pour  des  valeurs  imaginaires  de  x,  comprises  entre 
certaines  limites ,  elle  offrira  un  moyen  facile  de  fixer  entre  ces  limites  le 
sens  de  la  notation  dont  il  s'agit;  et,  pour  y  parvenir,  il  suffira  de  considérer 
cette  notation  comme  propre  à  exprimer  la  somme  de  la  série,  tant  qu'elle 
demeure  convergente. 

Pour  montrer  une  application  de  ces  principes,  considérons  en  particulier 
les  trois  fonctions  que  Ton  nomme  exponentielle  népérienne ,  cosinus  et 
sinus,  et  que  l'on  représente  par  les  notations 

e-^,     cos  X ,     sin  x , 
la  lettre  e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens.  En  raisonnant  comme 

Ex.  d'An.    etdL'  Ph.  math.,  T.  III.  (56«  livr.)  4^ 
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jei'aifait  dans  mon  Analyse  algébrique,  on  établira  sans  peine  les  formules 
connues 

(i)  e^  =  iH    ^ 


I  1.2  1.2.3 

(2)  cosa:=  I — h...,      sin^=-  — 


I 


2.3 


et  l'on  prouvera  que  les  séries  comprises  dans  les  seconds  membres  de  ces 
formules  restent  convergentes  pour  une  valeur  quelconque  réelle  ou  imagi- 
naire de  la  variable  jc.  Gela  posé,  pour  fixer,  dans  tous  les  cas  possibles,  le 
sens  des  notations 

e"^,     cos  X ,     sin  jr , 

il  suffira  évidemment  de  suivre  la  règle  énoncée  et  d'étendre  les  formules  (i) 
et  (2)  au  cas  même  où  la  variable  x  devient  imaginaire. 

Ajoutons  que,  si  l'on  désigne  par  A  une  quantité  positive  et  par  a  le  lo- 
garithme népérien  de  A  ^  l'équation 

(3)  A^e'' 
entraînera  la  suivante 

(4)  A""  —  e"^, 

quand  la  variable  x  sera  réelle;  et  qu'il  suffira  d'étendre  la  formule  (4)  a» 
cas  où  X  deviendra  imaginaire,  pour  fixer,  dans  ce  dernier  cas,  le  sens  qui 
devra  être  attaché  à  la  notation  A^.  Au  reste,  pour  déterminer,  dans  tous  les 
cas  possibles ,  la  valeur  de  \ exponentielle  A"" ^  il  suffirait  encore  de  la  consi- 
dérer comme  une  expression  propre  à  représenter  toujours  la  somme  de  la 
série  convergente  ,  qui  représente  le  développement  de  cette  même  exponen- 
tielle, dans  le  cas  où  x  est  réel. 

Les  exponentielles,  les  sinus  et  les  cosinus,  définis  comme  ou  vient  de 
l'expliquer,  jouissent,  quand  les  variables  sont  imaginaires,  de  plusieurs  pro- 
priétés remarquables.  Quelques-unes  de  ces  propriétés,  par  exemple  celles 
qu'expriment  les  formules 

'^  I  A-'^y^A^.Ay, 

i   cos  ix  -h  r)  =  cos.r  cosr  —  sin.r  sin  r, 

(6)  .    ,  ,        .  ^        . 

(    sm  [x  -\-y)  =  sm  x  cos^  -\-  smj-  cosjf, 

sont  précisément  celles  qu'offraient  déjà  les  fonctions  semblables  de  variables 


(379) 
réelles.  D'autres  propriétés  des  mêmes  fonctions  se  rapportent  spécialement 
au  cas  où  les  variables  deviennent  imaginaires.  Telle  est ,  en  particulier,  la 
relation  importante  qui  existe  entre  les  deux  lignes  trigonométriques  sm  Jf, 
cos  jc  et  e""^-'.  Cette  relation,  qu'Euler  a  découverte,  et  qui  se  déduit  immé- 
diatement des  formules  (i)  et  (a),  se  trouve  exprimée  par  la  suivante 
(7)  e^*^"  =  cos^  -f-  \J—  »  sin  x. 

KUe  entraîne  immédiatement  les  deux  équations 


(8) 


2  2  y/— I 

en  vertu  desquelles  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  arc  réel  x  peuvent  être  expri- 
més à  laide  d'exponentielles  que  je  nomme,  pour  cette  raison,  trigonomé- 
triques ^  c'est-à-dire  à  l'aide  d'exponentielles  dont  les  exposants  n'offrent  pas 
de  parties  réelles.  Les  coefficients  de  \i—i,  dans  ces  exposants,  sont  les  ar- 
guments des  exponentielles  trigonométriques.  Si,  la  variable  œ  étant  suppo- 
sée non  plus  réelle  ,  mais  imaginaire,  on  nomme  rie  module  et p  l'argument 
de  cette  variable,  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (7),  jointe  à  l'équation  (2) 
.lu  §11, 

g)  x=  ^e^''~^ 

Ainsi  une  variable  imaginaire  quelconque  est  équivalente  au  produit  de  son 
module  par  l'exponentielle  trigonométrique  qui  a  pour  argument  l'argument 
même  de  la  variable. 

L'opération  inverse  de  celle  qui  donne  pour  résultat  une  exponentielle, 
fournit  précisément  ce  qu'on  appelle  un  logarithme.  Ainsi,  par  exemple,  les 
divers  logarithmes  népériens  de  x  ne  sont  autre  chose  que  les  diverses  va- 
leurs de  j-  propres  à  vérifier  la  formule 

[10)  e^  =x. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  variable  x  est  réelle  et  positive  ,  un  seul  des  lo- 
garithmes népériens  de  x,  celui-là  même  que  l'on  désigne  par  la  nota- 
tion \{x),  est  réel  et  positif.  Dans  le  cas  où  x  devient  imaginaire,  on  tire 
des  formules  (9)  et  (10) 

(11)  ey=reP'^^. 
Soit  d'ailleurs 

J-  =  U  +  i^\J—    I 

une  quelconque  des  valeurs  de  /,  les  lettres  u ,  v  désignant  deux  quantités 

48. 


(  38o  ) 
réelles.  La  première  des  équations  (5)  donnera 

Donc  l'exponentielle  e^  aura  pour  module  e",  et  pour  argument  v.  Mais,  en 
vertu  de  la  formule  (ii),  la  même  exponentielle  a  pour  module  r,  et  pour 
argument  l'angle  p.  Donc,  puisqu'à  une  expression  imaginaire  correspondent 
toujours  un  seul  module  et  une  infinité  d'arguments  qui  forment  les  divers 
termes  d'une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  27: ,  on  aura,  d'une 
part , 

e"  =  r, 
par  conséquent 

et,  d  autre  part, 

(i3)  v^p, 

p  désignant  l'un  quelconque  des  arguments  de  la  variable  x.  Donc,  par  suite, 
les  diverses  valeurs  dej;^  seront  toutes  comprises  dans  la  formule 

(14)  jr  =  l(r)-i-/?v"^=~r. 

Parmi  ces  valeurs ,  il  importe  d'en  choisir  une  à  laquelle  on  applique  con- 
stamment la  notation  1  [œ).  Or,  pour  y  parvenir,  il  est  naturel  de  nous 
conformer  encore  ici  à  la  règle  que  nous  avons  suivie  dans  le  précédent  pa- 
ragraphe, quand  nous  avons  fixé  le  sens  qu'il  convenait  d'attacher  à  la  nota- 
lion  jc".  C'est  ce  que  nous  ferons,  et,  en  conséquence,  nous  supposerons 

(i5)  l(j:-)  =  l(r)  +  /?v'"^, 

la  lettre  p  désignant,  non  plus  l'un  quelconque  des  aiguments  de  la  va- 
riable x,  mais  celui  des  arguments  de  cette  variable  qui,  étant  supérieur  à 
la  limite  —  tt,  est  en  même  temps  inférieur,  ou  tout  au  plus  égal  à  n.  Cet 
argument  s  évanouira  quand  la  variables  sera  réelle  et  positive,  et  alors, 
X  étant  égal  à  r,la  formule  (i  5)  sera  Vérifiée,  puisqu'elle  donnerai  {x)  =  1  (r). 
Après  avoir  fixé,  comme  on  vient  de  le  dire,  le  sens  qui  devra  être  at- 
taché, pour  des  valeurs  quelconques  réelles  ou  imaginaires  de  j:,  à  la  nota- 
tion l(x),  ou,  en  d'autres  termes,  la  valeur  du  logarithme  népérien  que 
cette  notation  représente,  on  déterminera  sans  peine  le  sens  qu'il  convient 
d'attribuer  généralement  à  d'autres  notations  par  lesquelles  on  exprime, 
quand  x  est  réel,  des  fonctions  dont  la  définition  peut  se  déduire  de  celle 
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du  logarithme  népérien;  par  exemple,  le  sens  qu'il  convient  d'attribuer  aux 

notations 

L(.r),     x'', 

l'exposant  a  étant  réel  ou  imaginaire,  et  la  lettre  L  indiquant  un  logarithme 
pris  dans  un  système  dont  la  base  ^  diffère  du  nombre  e.  En  effet ,  pour  y 
parvenir ,  il  suffira  d'étendre  les  formules 

(i6)  LW  =  |-^, 

qu'il  est  facile  d'établir,  quand  ^  et  a  sont  réels,  au  cas  même  où  x  et  <^ 
deviennent  imaginaires.  Cette  convention  étant  adoptée,  on  aura,  en  vertu 
des  formules  (  1 5)  et  (  1 6) , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(i8)  h{œ)=^h{r)-^ph{a)^^~[. 

De  plus,  si  l'on  pose  

rt  =  a  +  ê\/  —  I , 
a  et  ê  étant  réels,  on  aura 

«  1  (:r)  =  a  1  (r)  -  g/?  +  [a/3  +  êl  (r)]  y'"^; 
et,  par  suite,  la  formule  (17)  donnera 

_,,«    _  g  «  1  ('■)  -  ê/.  ^  [«;;  +  ê  1  (r)]  ^/~ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(19)  ^<'^,.^e-'Pe^^P-^''^'^'^\ 
Dans  le  cas  particulier  où  l'exposant  a  est  réel,  on  a 

a  =  a,     ê  =  G , 
et  l'équation  (19),  réduite  à 

(20)  x«  =  r«e«^^~, 

peut  encore,  en  vertu  de  la  formule  (7),  s'écrire  comme  il  suit: 

(21)  x""  =  r""  (cos  ap-\-  \'  —  j  sin  ap)- 

On  se  trouve  ainsi  ramené, par  la  considération  des  exponentielles,  à  la  va- 
leur de  x"^  déterminée  par  la  formule  (i4)  du  §  IV  ;  et  Ton  voit  en  même 
temps  que  cette  formule,  relative  au  cas  où  l'exposant  a  est  réel,  peut  être 
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non-seulement  étendue  au  cas  où  l'exposant  devient  imaginaire,  mais  encore 
remplacée  avec  avantage  par  une  autre,  plus  concise,  savoir,  par  letjua- 
tion  ('io). 

Considérons  maintenant  l'opération  inverse  de  celle  par  laquelle  on  déter- 
mine le  cosinus  ou  le  sinus  de  la  variable  x.  Cette  opération  donnera  pour 
résultat  une  nouvelle  variable  j-  qui  vérifiera  la  formule 

(22)  co?>j  —  x, 
ou 

(23)  sin  ^  =r  X. 

Si  d'ailleurs  X  5  étant  réel,  offre  une  valeur  numérique  inférieure  à  lunité, 
une  seule  des  valeurs  de  y  sera  représentée  par  la  notation 

arc  cos  x, 

à  l'aide  de  laquelle  nous  désignons  toujours  un  arc  renfermé  entre  les  li- 
mites G,  7:,  ou  par  la  notation 

arc  sin  jt, 

a  Taide  de  laquelle  nous  désignons  toujours  un  arc  renfermé  entre  les  li- 
mites —  7:,  +71.  En  étendant  les  mêmes  notations  au  cas  où  x  devient  ima- 
ginaire ,  on  doit  nécessairement  appliquer  chacune  d'elles  à  une  valeur  de  y 
tellement  choisie,  que  cette  valeur  coïncide,  quand  ^  est  réel,  avec  la 
fonction  alors  exprimée  par  arc  cosx,  ou  par  arc  sin  x.  Cette  condition  est 
remplie  quand  on  détermine  arc  cos  x  et  arc  sin  x  à  l'aide  des  formules  que 
j'ai  données  dans  mon  Analyse  algébrique ^  et  que  je  vais  rappeler. 
Si  Ton  pose,  pour  plus  de  commodité, 

x-=  s  -^  \^  —  \  ^    y^^u-{-vsl— 1, 

s,  t^  u^v  étant  réels,  la  formule  (22)  donnera 

5  +  <  V  —  I  =  cos  (  w  -h  y  v  —  1  ) ,  =  cos  u sm  u  v  —  i  ? 

OU  ,  ce  qui  revient  au  même, 

{ ilx\  COS  u=^s .      — —  sin  u  =z  —  t. 

On  aura ,  par  suite , 

,    ^.  ^ s  t  „  s  t 

^      '  cos  u       sin  u  cos  u       sin  « 

et  Ton  en  conclura 
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De  cette  dernière  formule ,  combinée  avec  l'équation 

cos^  u  H-  sin^  M  =  I , 

on  déduira  sans  peine  les  valeurs  de  cos^w,  sin^w,  et,  en  posant,  pour 
abréger, 


(26) 


on  trouvera 

(27)  cos=^  "  —  ^'       ^^"^  "  —  Y'' 

D'ailleurs,  en  vertu  de  la  première  des  formules  (24),  s  et  cosm  seront  des 
quantités  de  même  signe.  Donc  la  première  des  équations  (27)  donnera 

(28)  cos;/  =  -' 
On  satisfait  à  1  équation  (28)  en  posant 

(29)  w=  rb  arccos  ^  ±:  2A7T, 

k  étant  un  nombre  entier.  Mais,  si  l'on  veut  que  la  variable 

se  réduise  à  la  quantité  réelle 

arccosa;, 

quand  x^  étant  réel,  offrira  une  valeur  numérique  inférieure  à  l'unité,  c'est- 
à-dire,  en  d'autres  termes,  quand  on  aura 

i  =  G, 
et,  par  suite, 

X  r=L  s  ^       5=1,        T=z  G ,       (^  =  0  , 

il  faudra  nécessairement  supposer,  dans  la  formule  (29)  ^  A'  =  o  ,  et  réduire 
en  même  temps  au  signe  H-  le  double  signe  placé  devant  l'arc  qui  a  pour 

cosinus  le  rapport  -\  il  faudra  donc  prendre 

(30)  M=:arccos-- 

La  valeur  de  u  étant  ainsi  déterminée,  sinw  sera  positif,  à  moins  que  t  ne 
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s'évanouisse,  et  la  seconde  des  équations  (27)  donnera,  en  général, 

(:ii)  sinM  =  — • 

Gela  posé,  la  première  des  formules  (2 5)  donnera 

(32)  C.=:l(5qzr), 

le  double  signe  qi  devant  être  réduit  au  signe  —  ou  au  signe  +,  suivant  que  t 
sera  positif  ou  négatif.  Gomme  on  aura  d'ailleurs 


/i  +  ^^4-^'\2 


'2\2 


les  formules  (26)  donneront 

et,  par  suite,  la  valeur  de  v  pourra  être  réduite  à 

(33)  v  =  z^\{S+T), 

la   détermination   du    signe    devant   s'effectuer  conformément   à   la    règle 
énoncée.  En  d'autres  termes ,  on  aura 

(34)  ..=  -^l(i'+7'), 

et  celle  des  valeurs  de 

y^=z  u  ■+■  P  V^— I, 

qu'il  conviendra  de  représenter  par  la  notation  arccos.r,  sera  déterminée 
par  la  formule 

(35)  arccos  j:  =  arccos-|  — —  v'— I  1(6"+  T), 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  formule 

(36)  arccos  j:  =  arccos  ^rfi  V— '  K'^'+' ^j' 

le  signe  qr  devant  être  réduit  au  signe  —  ou  au  signe  -\-,  suivant  que  t  sera 
positif  ou  négatif. 

Lorsque  x^  étant  réel ,  offre  une  valeur  numérique  inférieure  à  l'unité ,  on 
a ,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  , 

S=i,      T=o, 

et ,  par  suite ,  l'équation  (36)  devient  identique ,  i'  étant  alors  égal  à  x.  Mais  si  l'on 
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suppose  que  jc ,  étant  réel,  offre  une  valeur  numérique  supérieure  à  l'unité, 
ou  ,  en  d'autres  termes ,  si  l'on  suppose 

^  — o,     s^>i, 
les  équations  (26)  donneront 

et  le  second  membre  de  la  formule  (36)  se  trouvera  réduit  à 

(37)  ^s/^^\{s-hM''^^^i). 

Poui"  ne  laisser  planer  aucune  incertitude  sur  le  sens  qui  devra  être  attribué 
dans  tous  les  cas  à  la  notation 

arccosa:, 

il  sera  nécessaire  de  faire  disparaître  le  double  signe  qui  affecte  le  pro- 
duit (37),  à  l'aide  d'une  convention  nouvelle.  Celle  que  nous  adopterons  con- 
siste à  réduire  le  double  signe  au  signe  —,  c'est-à-dire  au  signe  qu'on  obtient 
quand  on  considère  la  valeur  nulle,  attribuée  à  t,  comme  la  limite  d'une  va- 
leur positive  infiniment  petite. 

Quant  à  la  valeur  de  arc  sin  jc^  il  suffit,  pour  la  déterminer  complètement, 
d'étendre  à  des  valeurs  quelconques  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  jc, 
l'équation 

(38;  arcsin.r  +  arccosj:  =  -5 

qui  subsiste  toujours  quand  x  est  réelle.  Cela  posé ,  on  aura  généralement 

(39)  arc  sin  .r  = arccosjc. 

Les  logarithmes,  les  puissances  à  exposants  quelconques  réels  ou  imagi- 
naires ,  et  les  arcs  de  cercle  qui  répondent  à  des  sinus  ou  cosinus  donnés , 
vérifient,  quand  les  variables  deviennent  imaginaires,  des  formules  analo- 
gues à  celles  qui  se  rapportaient  au  cas  où  les  variables  étaient  réelles.  Seule- 
ment plusieurs  de  ces  formules  ne  continuent  de  subsister  que  sous  certaines 
conditions ,  et  entre  certaines  limites.  Ainsi ,  par  exemple , 

JC,  j,   z,... 

étant  des  variables  imaginaires,  et  a,  b,  c\.  .  .  des  exposants  quelconques, 
les  formules 

(40)  X"  ,r^  =  J:«+^     x^jc^jc'  =  œ"^''^'' 
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subsisteront,  il  est  vrai,  pour  une  valeur  quelconque  de  x\  mais  on  ne 
pourra  plus  en  dire  autant  des  formules 

(4i)  x''/"  =  {pcff->     oc"j"-z''  =  (^J^Y^  etc. , 

ni  des  formules 

(4^)         l(x)  +  1  (j)  =  l(xr),      1  (.r)  +  l(jr)  +  \{z)=\{xjz),..., 

et  si  l'on  représente  par 

/?,  p\  p\... 

les  arguments  des  variables  oc,j,  z,.  .  .,  en  supposant  chacun  de  ces  aqju- 
mcnfs  supérieur  à  — ;:,  mais  inférieur  ou  tout  au  plus  égalàTî,  les  for- 
mules (4 1),  (4^)  subsisteront  sous  la  condition  que  la  somme 

P  ~^  P'^    p-\-  p'  +  p"-,-  •  • 
des   arguments   des    diverses  variables  soit    elle-même  supérieure   à  —  ;:, 
et  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  à  ;:. 

On  pourra  combiner  entre  elles  les  diverses  notations  dont  nous  avous 
jusquici  déterminé  le  sens,  et  alors  on  obtiendra  des  fonctions  de  fonctions 
ou  des  fonctions  composées  dont  les  valeurs  seront  encore  complètement 
déterminées.  Si  ces  fonctions  nouvelles  renferment  des  exponentielles,  des 
logarithmes,  des  sinus  et  cosinus,  elles  seront  du  nombre  de  celles  que  l'on 
nomme  fonctions  exponentielles ,  logarithmiques ,  trigonométriques ,  etc. 
Parmi  les  fonctions  trigonométriques ,  on  doit  distinguer  les  fonctions  lalion- 
nelles  de  sinus  et  cosinus,  particulièrement  celles  de  ces  fonctions  ration- 
nelles qui,  pour  des  valeurs  réelles  de  la  variable,  sont  représentées  à  l'aide 
de  notations  particulières.  Pour  fixer  complètement  le  sens  de  ces  mêmes 
notations,  il  suffit  évidemment  d'étendre  les  formules  qui  établissent  les  rela- 
tions existantes  entre  les  sinus ,  les  cosinus  et  les  fonctions  dont  il  s'agit,  au 
cas  même  où  la  variable  devient  imaginaire.  Ainsi,  par  exemple,  les  valeurs 
des  fonctions 

tangx,     cot.r,     secjr,     cosecx 

peuvent  toujours  être,  quel  que  soit  jt,  complètement  déterminées  à  Taide 
des  formules 

/ ,  ^,\       ^  sin  .r  cos X  i  i 

(4 J       tang  X  =■ ,     cot  X  =■  -. — ,     sec  .r  — .     cosec  x  = 

^  "  cos^  sm  X  cos.r  sm  .r 

Les  conventions  admises  dans  ce  Mémoire  donnent  une  extension  nouvelle 
à  diverses  formules,  et  particulièrement  à  celles  qui  renferment  les  fonctions 
représentées  par  les  notations 

1  (jt),     L(jc},     x". 
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Dans  mon  Analyse  algébrique ^  et  dans  mes  précédents  ouvrages,  je  m'étais 
borné  à  employer  ces  notations  dans  le  cas  où  la  variable  x  offrait  une  partie 
réelle  positive.  En  se  conformant  aux  règles  ci-dessus  établies,  on  pourra, 
sans  inconvénient,  faire  encore  usage  de  ces  mêmes  notations  dans  le  cas 
où  la  partie  réelle  de  x  sera  négative. 

Au  reste,  les  conditions  auxquelles  on  satisfait  en  attribuant  aux  notations 
dont  il  s'agit,  et  spécialement  à  la  notation  jc",  la  valeur  que  nous  avons  indi- 
quée, pourraient  être,  comme  nous  l'avons  remarqué  dans  le  §  IV,  remplies 
de  diverses  manières.  On  pourrait,  par  exemple,  supposer  que,  dans  les 
équations  (i5;,  (21),  et  dans  les  formules  du  même  genre,  p  est  un  angle 
polaire  assujetti  à  varier,  suivant  l'usage,  entre  les  limites  tt,  itz.  Cette  suppo- 
sition est  précisément  celle  qui  a  été  admise  par  M.  Ernest  Lamarle,  dans  un 
Mémoire  sur  la  convergence  des  séries.  Mais,  comme  on  l'a  dit  dans  le  §  IV, 
elle  entraînerait  une  variation  brusque  de  la  fonction  .r"  et  même  des  fonc- 
tions 1  (.r) ,  L (x) ,  dans  le  voisinage  d'une  valeur  réelle  et  positive  de  x. 
Ajoutons  qu'elle  entraînerait  aussi  la  discontinuité  de  certaines  fonctions  aux- 
quelles il  peut  être  utile  de  conserver  le  caractère  de  fonctions  continues. 
Telle  serait,  en  particulier,  la  fonction  (1  -hjr)"  qui,  dans  la  supposition  dont  il 
s'agit,  deviendrait  fonction  discontinue  non-seulement  de  la  variable  x,  mais 
encore  de  son  argument  /?,  pour  une  valeur  du  module  r  inférieure  à  l'unité. 

Dans  un  prochain  Mémoire,  je  reviendrai  sur  la  nature  et  les  propriétés 
des  fonctions  de  variables  imaginaires,  et  je  les  envisagerai  d'une  manière 
spéciale,  sous  le  rapport  de  la  continuité,  en  désignant  toujours  sous  le  nom 
de  fonctions  continues  celles  qui  reçoivent  des  accroissements  infiniment 
petits  quand  on  fait  varier  infiniment  peu  les  variables  elles-mêmes. 

P.  S.  Depuis  que  j'ai  rédigé  ce  Mémoire,  j'ai  rencontré,  au  bas  de  lune 
des  pages  de  celui  que  M.  Bjœrling  a  publié  sur  le  développement  d'une 
puissance  quelconque  réelle  ou  imaginaire  d'un  binôme,  une  Note  où  il  est 
dit  que  cet  auteur  a  présenté  à  l'Académie  d'Upsal  une  Dissertation  sur 
l'utilité  qu'il  peut  y  avoir  à  conserver  dans  le  calcul  les  deux  notations  x", 
\{x),  dans  le  cas  même  où  la  partie  réelle  de  x  est  négative.  M.  Bjœrling 
verra  que,  sur  ce  point,  je  suis  d'accord  avec  lui.  Il  reste  à  savoir  si  les  con- 
ventions auxquelles  il  aura  eu  recours,  pour  fixer  complètement,  dans  tous 
les  cas,  le  sens  des  notations  jc"^,  \[x)^  sont  exactement  celles  que  j'ai  adop- 
tées moi-même;  et,  pour  le  savoir,  je  suis  obligé  d'attendre  qu'il  me  soit  pos- 
sible de  connaître  la  Dissertation  dont  il  s'agit. 
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NOTE 


LES  MODULES  DES  SÉRIES. 


Soit 

une  série  dont  «„  désigne  le  terme  général  correspondant  à  l'indice  /^ ,  ce 
terme  général  pouvant  d'ailleurs  être  réel  ou  imaginaire.  Désignons  d'ailleurs 
par  la  notation 

mod.  Un 

le  module  de  ce  terme  général,  et  par  u  la  limite  unique,  ou  du  moins  la 
plus  grande  des  limites  dont  s'approche  indéfiniment,  pour  des  valeurs  crois- 
santes du  nombre  ri ,  l'expression 

(mod.  lùf. 

La  quantité  positive  u  sera  ce  que  nous  appellerons  le  module  de  la  série  (i). 
D'après  ce  qui  a  été  démontré  dans  \ Analyse  algébrique,  la  série  sera  con- 
vergente si  l'on  a 

(a)  u  <  I , 

divergente  si  Ion  a 

(3)        .  u>i. 

De  plus,  si,  pour  des  valeurs  croissantes  àen^  le  module  du  rapport 


s'approche  indéfiniment  d'une  limite  fixe,  cette  limite  sera  'précisément  le 
module  de  la  série  (i). 
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Soit  maintenant 

(4)  .••W_2,    M_,,    «0?    '^n    Ihi  •      ■ 

une  série  qui  se  prolonge  indéfiniment  dans  deux  sens  opposés,  de  manière 
à  offrir  deux  termes  généraux 

Un      et      «_„ , 

correspondants,  le  premier  à  l'indice  «,  le  second  à  l'indice  —  n.  Concevons 
d'ailleurs  que,  le  nombre  n  venant  à  croître,  on  cherche  la  limite  unique,  ou 
la  plus  grande  des  limites  dont  s'approche  indéfiniment  chacune  des  expres- 
sions 

I  I 

(mod.  M„)",     (  mod.  «_„/'; 

et  représentons  par  u  la  limite  de  (mod.  w„)',  par  u,  la  limite  de  (mod.  z/_„  ". 
Les  deux  quantités  positives 

u,  u^ 

seront  les  deux  modules  de  la  série  (4) ,  qui  sera  convergente  si  ces  deux  mo- 
dules sont  inférieurs  à  l'unité,  divergente  si  l'un  d'eux  ou  si  les  deux  à  la  fois 
deviennent  supérieurs  à  l'unité. 

Il  est  bon  d'observer  que  le  module  d'une  série  prolongée  indéfiniment  dans 
un  seul  sens  n'est  point  altéré  dans  le  cas  où  le  rang  de  chaque  terme  est  di- 
minué d'une  ou  de  plusieurs  unités ,  en  vertu  de  ta  suppression  du  premiei , 
ou  des  deux  premiers,  ou  des  trois  premiers,...  termes.  Pareillement  les  deux 
modules  d'une  série  prolongée  indéfiniment  en  deux  sens  opposés  ne  seront 
point  altérés  si  Ton  déplace  simultanément  tous  les  termes  en  les  faisant  mar- 
cher vers  la  droite  ou  vers  la  gauche  avec  celui  qui  servait  de  point  de  dépari 
pour  la  fixation  des  rangs  et  des  indices. 

Considérons  à  présent  une  série 

(5)  <7o,    Cl^X^J    a<^OC.y^  .  .  . 

ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  d'une  variable  réelle 
ou  imaginaire  x.  Nommons  r  le  module  de  cette  vaiiable,  et  p  son  argument, 
en  sorte  que  l'on  ait 

Soit  d'ailleurs  a  le  module  de  la  série 
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cest-à-dire  la  plus  grande  limite  dont  s'approche  indéfiniment,  pour  des  va- 
leurs croissantes  de  «,  l'expression 

i 
(mod.  «;,)", 
Comme  on  aura 

mod.  {a^ocf-)  =  r'^mod.  a", 
on  en  conclura 

(mod.  anX"f=  r  (mod.  a")", 

et,  par  conséquent,  il  est  clair  que  le  module  de  la  série  (5)  se  réduira  au 
produit 


Donc  la  série  (5)  sera  convergente  si  Ton  a 

ar<  I      ou     r  <  -: 
a 
divergente  si  l'on  a 

a/-  >  1      ou     r  >  -• 

a 

Considérons  enfin  une  série 

(6)  . .  .a_^x~^,  a_^x~\  a^,  a,x,  a^x^,.  .  . 

ordonnée  à  la  fois  suivant  les  puissances  ascendantes  et  suivant  les  puissances 
descendantes  de  la  variable  jc.  Si  l'on  nomme  a  la  plus  grande  des  limites 
vers  lesquelles  converge,  pour  des  valeurs  croissantes  den,  l'expression 

(mod.  rtj", 
et  a,  la  plus  grande  des  limites  vers  lesquelles  converge  l'équation 

(mod.  «_„)", 
les  deux  modules  de  la  série  (6)  seront  évidemment 


et ,  par  suite ,  la  série  (6)  sera  convergente  si  le  module  r  de  x  vérifie  les  deux 
conditions 

r<~^     r>a: 
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divergente  si  r  vérifie  les  deux  conditions 

ou  seulement  l'une  d'entre  elles. 

En  résumé,  il  y  aura  généralement  deux  limites  extrêmes ,  l'une  inférieure, 
l'autre  supérieure,  entre  lesquelles  le  module  r  de  x  pourra  varier,  sans  que 
la  série  (5)  ou  (6)  cesse  d'être  convergente.  Soient 

k,,  k 

ces  limites  extrêmes,  k  désignant  la  limite  supérieure.  D'après  ce  qu'on  vient 
de  dire ,  on  aura,  pour  la  série  (6) , 

(7)  k,  =  a„     k  =  i, 

et,  par  suite,  les  deux  modules  de  la  série  (6)  seront 

D'ailleurs  k,  devra  être  remplacé  par  zéro  si  la  série  (6)  est  réduite  à  la 
série  (5). 

Ajoutons  que  la  quantité  k  sera  certainement  la  limite  extrême  et  supé- 
rieure du  module  rsi,  la  série  étant  convergente  pour  r<  k,  la  somme  de 
cette  série  devient  infinie  pour  r=  k,  et  pour  une  valeur  convenablement 
choisie  de  l'argument  p. 

Pareillement  k^  sera  certainement  la  limite  extrême  et  supérieure  du  mo- 
dule rsi,  la  série  (6)  étant  convergente  pour  r>  k,  la  somme  de  cette  série 
devient  infinie  pour  r  =  k  et  pour  une  valeur  convenablement  choisie  de 
l'argument  p. 

En  effet,  une  série  ne  peut  acquérir  une  somme  infinie  sans  devenii 
divergente,  et  par  conséquent  sans  offrir  un  module  égal  ou  supérieur  à  l'u- 
nité. 

Lorsque  les  divers  termes  d'une  série  sont  fonctions  d'une  certaine  va- 
riable X,  la  nouvelle  série  qu'on  obtient  en  substituant  à  chaque  terme  de  la 
première  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  x,  doit  naturellement  s'appeler  la 
série  dérivée.  Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  première  série  se  ré- 
duise à  la  série  (5),  dont  le  terme  général  est  a„x"^  ou  même  à  la  série  (6) , 
dont  les  termes  généraux  sont 
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alors  la  série  dérivée  aura  pour  terme  général  le  produit 

ou  bien  elle  aura  pour  termes  généraux  les  produits 

—  na_„  oc-"-^  * ,     na„  oc^'-  * . 
D'ailleurs,  comme  on  a 

—  na^n <^~""^'  z=z—  nx («_„ x-"; ,     ncin x"-'  =  nœ-'  («_„ x-") , 
on  en  conclut  que  les  deux  expressions 

(9)  [mocl.  (— /za_,,jf-"+^)]",     [mod.  (/m„x«-')]" 

s'approchent  indéfiniment,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n^  des  produits 
que  Ion  obtient  quand  on  multiplie  respectivement  les  quantités  positives 

a,r~'      et     ar 

par  les  limites  des  expressions 

I  I 

[nr)"     et     {nr-^f. 

Enfin  ces  deux  limites,  qui  se  confondent  avec  les  limites  fixes  des  rapports 


;e  réduisent  l'une  et  1  autre  à  l'unité.  Donc  les  limites  des  expressions  (9)  se 
éduiront  simplement  aux  produits 


Donc  le  module  ou  les  modules  de  la  série  (5)  ou  (6)  seront  en  même  temps 
le  module  ou  les  modules  de  la  série  dérivée. 

Nous  avons  ici  supposé  que  l'on  différentiait  une  seule  fois  chaque  terme 
de  la  série  donnée  (5)  ou  (6);  mais,  après  avoir  ainsi  obtenu  ce  qu'on  doit 
appeler  la  série  dérivée  du  premier  ordre,  on  pourrait  former  encore  la  dé- 
rivée de  celle-ci,  puis  la  dérivée  de  sa  dérivée,...,  et  l'on  obtiendrait  alors, 
à  la  place  de  la  série  (5)  ou  (6),  des  séries  dérivées  de  divers  ordres.  Or,  de  ce 
que  nous  avons  dit  tout  à  l'heure,  il  résulte  évidemment  que  le  module  ou 
les  modules  de  toutes  ces  séries  seront  précisément  le  module  ou  les  modules 
de  la  série  fS)  ou  (61 
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